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吉米 多 锥 奇 (6. 了 0. 所 EMHIT OBHdD) 苦 《数学 分 析 可 题 业 儿 
一 考 的 中 主 本 ， 自 50 年代 初 在 我 国 翻 译 出 版 区 来 ,引起 了 全 
国 各 大 专 院 粹 广大 师 生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数 学 分 析 教 学 的 
师 生 , 常 以 试 解 该 习题 全 中 的 习题 ,作为 检验 掌握 数学 分 析 基 
本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手 役 。 二 十 多 年 来 ,对 我 围 数 学 
分 析 的 装 学 工作 是 莽 沟 有 症 的 。 

该 书 四 千 多 道 本 题 , 数 得 多 ,内 容 率 富 ,由 浅 入 深 ， 部 分 题 
目 灼 度 大 。 涉 及 的 内 容 有 机 数 与 宜 俱 , 单 蛮 量 画 数 的 扒 分 学 ， 
不 定 积 分 , 定 积 分 ,经 数 ， 多 蛮 量 面 数 的 撒 分 学 , 带 夫 变量 积分 
以 及 重 积 分 与 曲线 积分 .曲面 积分 昔 等 ,概括 了 数学 分 析 的 全 
部 主题 。 当 前 ,我 国 广大 读者 ,特别 是 青 于 刻苦 自学 的 广大 数 
学 这 好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勘 音 学 习 的 热 漳 中 ,这 切 需要 对 
一 些 疑 难 习 题 育 一 个 轻 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作 
者 ,和 将 全 书 4462 题 的 所 有 和 解答 汇 孝 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 韦 
可 以 作为 痪 等 院 校 的 载 学 表 考 用 书 , 同 时 也 可 作为 广大 读者 
在 自学 拼 积 分 对 程 中 的 地 考 用 考 。 

让 所 周知 , 系 习 题 业 ,题名 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 
真 习 作 的 话 , 既 可 以 深 志 地 观 固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ， 又 可 
以 有 奖 地 提高 我 们 的 运 首 能力 ,特别 是 再 些 难 题 还 可 以 追 使 
我 科学 会 隶 舍 分 析 前 导 维 方法 。 正 由 于 这 样 , 我 们 版 切 期 望 初 
学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 列 苦 帖 研 ,二 万 不 要 轻易 查抄 

了 


本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独 立 思索 的 作法 ,都 是 违 我 们 出 
版 此 书 的 本 束 。 何 况 所 作 解 葵 并 非 一 定 标 准 , 仅 作 和 参考 而 已 。 
如 有 某 些 误解 、 羡 错 也 在 所 难免 ,一 经 发 党 ,及 请 指正 ,不 隆 感 
谢 。 

本 书 葵 潘 承 洞 孝 授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 郭 太 息 
载 迭 、 如 串珠 载 授 对 全 书 作 了 重要 人 行 细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 
的 难度 大 的 题 , 都 是 诈 大 特 、 灵 品 丸 亲自 作 的 解答 。 

参加 本 册 审 接 工 作 的 还 有 周 家 云 周志。 

参加 搞 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 和 宴 到 山东 大 学 .山东 工业 大 学 、J 册 
示 师 范 大 学 和 曲 重 师范 大 学 的 俩 导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 竺 
在 此 一 并 致谢 。 
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利用 级 数 求 定 各 分 之 介 
号 9 无 穷 丧 积 人 
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8 11. 用 多 项 式 逼近 连续 郴 数 - 


第 五 章 级 数 


$ 1. 数 项 级 数 . 同 号 级 数 收 和 敛 性 
的 判别 法 
1 一 般 和 概念” 对 于 数 项 级 数 


C 


@ 十 本 十 六 十 和 十 一 en， 《TD 
着 各 SS( 绎 数 的 和 ) 
存在 : 式 中 了 .=ai 二 aa 十 … 十 ai，* 则 种 级 粹 (1) 为 收 般 的 ,反之 , 铀 称 级 


数 (1 为 发 散 的 ， 
2" 哥 西 准 则 级 数 (1? 收 化 的 充分 且 必 要 的 条 件 为 对 于 任何 的 e>> 
0 ,者 存在 有 数 NM 一 Ne) ,使 得 当 >>N 和 #>>0 时 ,不 等 式 


于 十 彰 
1 3 一 5 一 | 闷 本 | < 
fm 十 了 


成 立 . 
特别 是 , 若 组 数 收 前 , 则 
Bimao 一 必 
?比较 兰 别 法 工 设 除 级 数 (1) 外 ,还 有 组 数 
时 十 基 十 … 十 如 十 ……， (2 
若 当 mm 不 算式 
0 二 au 加 


威 立 , 则 1) 从 级 数 (2) 收 敲 可 推 笋 级 数 (17 收 矢 :27 从 级 数 (1) 发 散 可 推 
得 终 数 2) 八 茹 . 


1 


特别 是 , 当 = 一 ce 若 es 一 咏 , 刚 正 项 级 数 51)? 和 (520 同时 收 敏 或 同时 
发 散 ， 
4 比较 刘 唱 法 工 . 设 
py 工 1 电 
好 一 《小 [ ] ， 


于 此 
则 (3 当 z>>1 时 组 数 (1) 收 就 ,16) 当 ps 基 1 时 级 数 (1) 发 散 . 


则 (a) 当 <1 时 级 教 (1) 收 部 ,6) 当 41 时 级 数 (1)? 发 散 。 
6 再 西 判 别 法 ”车 ao. 空 0(n 一 1, 2 及 
Ha 一 9， 
则 (0 当 <1 时 级 数 (13 收 毅 ,563? 当 91 时 级 数 (1)? 发 茹 。 
7" 拉 阿 伯 判 别 法 ”车 e>>0(n 一 1*2，m) 及 


Hma( 二 一 一 1 一声， 
则 (a) 当 训 >>1 时 级 数 (1) 收 黎 ,(6) 当 pl 时 级 数 (1) 发 散 。 
8 高 斯 判别 法 若 aa 70fn 一 2 及 
轩 尼 
一 4 十 二 十 ， 


起 中 国 |<c 而 co, 则 必 ) 当 1 时 组 数 (17 了 收 毅 ,16) 当 41 时 级 教 
(1 发 散 并 Be) 当 4 一 1 时, 若 >1 则 级 娄 (1) 收 艇 ; 若 ApEL 则 级 琢 11) 温 
散 ， 

?机 西 积 分 的 判别 法 ”车 zz>0) 是 非 负 的 不 增 函 数 , 则 级 数 


SVGo) 


中 记号 口 * 的 意义 参阅 第 一 章 36,1"。 
乡 


十 ma 
与 积分 | (人 全 他 


同时 收 闸 或 同时 发 散 ， 
吉 接 证 明 下 列 级 数 的 收 伍 性 并 求 它们 的 和 
2546. 1 一 二 十 荆 一 直 十 … 十 二 电 一 十 … 
解 南 于 
] 《一 1 
1 1 ， 1 1 { 一 1 和 2 
十 一] 广 十 才 8 十 十 宅 9 一 1 人 1 全 
1 十 六 
故 得 
. 1 2 
oo 工 3， 
2 
即 所 给 级 数 收敛 , 且 其 和 为 亏 , (以 下 有 关 各 题 省 略 这 两 
何 话 ) 
1 1 LT 1 工 
2547.| 去 二 村 | 二 [去 十 亲 | 十 二 [过 十 志 | 二 
解 ”由 于 
1 1 1 1 1】 1 
3. 一 | 壮 十 二 | 十 | 玄 二 于] 二 一 十 | 喜好 
_ 1 1 11 11 1 工 
一 [这 十 立 十 + 吉 | 十 [ 计 + 吉 + 十 末 
_ 工 1 工 
-1 ,2 1.- 3 
13 
2 3 
故 得 
_linr-1l. 1 1. 1 3 
0 
了 


角 
S, 一 广 十 区 十 …… 十 红 ， 
从 而 有 


到 3 一 让 十 去 十 … 十 纪 寺 3 十 22 二 ， 


-SS -15s 开 12 人 22 一 1 
到 3 一 9 一 到 8 一 到 十 让 十 当 十 贡 一 人 


一 工 1 22 一 1 
一 到 | 1 十 1 十 人 … 十 元 一 一 六 
-过 


1 一 
1 十 一 一 
1 一 


2"-i 221 一】 
了】 2 | 
衬 


二 
2 
故 得 
S=lims, 一 1 十 二 一 3 

本 
1 | ] 
2 二 3。 3 十 本 4 十 十 二 二 和 十 办 
解 册 于 


] 1 
5 一 一 十 了 十 分 十 区 二 

_1 LTL 11 fL 1 
-| 一 记 +[( 去 - 划 ++( 寺 -村 
1 
一 1 好 十 1 

故 得 
3 一 li 一 1 


天 一 -soh 


2550. 1 十 本 7 十 十 十 


解 ”由 于 


一 - 工 了 -1 -1 
一 


] 
《3 下 一 公交 334 十 1) 


加 1 
加 > 《3 一 2IK3 十 1) 


3S=limS, 一 亏 . 


2551.《aygsina- 二 gzsin2a 十 十 Grsinaa 十 … 《al< 175 
《6]9cost 十 diecos2a 十 … 十 Gecoszd 十 … 《|9|<1). 
解 今 z 一 gfeosa 十 tsina) 一 ge 其 中 守 一 ”一 1. 
于 是 得 |z|= 19 |<1, 并 且 有 
Sz 一 YVgrcoena 十 yersinna (17 


章 - 环 心 于 是 局 了 m 自 


太 


Se 一 ~- 1 
一 记 一 这 1】 一 ecost 一 Tsine 
《1 一 geosey 十 istne 
1 一 2cosa 十 和 


比较 (1)、(2? 两 式 的 实 部 及 虚 部 , 即 得 


SCqW 四 osind 
故人 dsinme 一 29 号 1 拉 净 一 - 1 二 2ocosa 十 95 


三 ) 2 weosna 一 yy cosit 一 1] 


时 于 = 心 


2) 


1 一 gcosa ， acose 一 下 


1 一 如 cosa 十 蚂 ， 一 29cose 十 G2 
2552. > (vz 一 3 一 2 vv 二 1 十 wa). 
解 由 于 


43. 一 (3 一 2 2 十 1) 二 (vd4 一 2w3TY2) 
十 (5 一 2v4 二 ww3)+TCw6 一 
十 4) 十 十 (wma 十 2 一 2 wm 十 1 十 w 下 ) 
一 一 V 2 十 Ya 二 2 一 Ya 二 1 一 1 一 2 
1 


十 一 一 一 一 一 一 一 ， 
va 十 2 十 wx 十 1 
政 得 


3 一 lims， 一 1 一 Yi 


2553. 研究 级 数 > ,sinmz 的 收 若 性 . 
解 记 z= 和 r. 若 天 为 煌 数 , 则 由 sinnzr 一 0 知 级 数 
>vsinmz 是 收 伍 的 , 且 其 和 为 零 . 若 上 非 整 数 ,我 们 以 下 


蕊 喇 寺 
将 证 sinsz 并 不 赵 于 震 , 于 是 级 数 之 rsinnz 发 散 . 可 采 
用 反 证 法 . 假设 
msinez 盖 0， 

财 当 mc 时 也 有 sin(tz 十 1)7r->0. 但 是 

sinfrz 十 1 一 SInHPCOST 十 COSmTSIn 人 打工 y 
由 sin 5 十 17》r-0D 下 sinnr-0( 当 二-~co 时 ) 姜 
fosHztLsjny-0( 当 对 一 co 时 ) ,而 sin 一 singr 天 0, 故 必 有 


Lauceos 既 菩 =-0， 
Ph -本 工 a7 


但 

1 一 sin2m 芝 十 coOs 2 区 
令 m 一 co 两 端 取 极 限 , 即 得 左 端 为 1 而 石 端 为 0, 这 职 
产生 了 1 与 0 相等 的 订 论 . 这 个 矛盾 证 明了 此 假设 不 


让 , 也 即 sinnzrt0( 当 = 一 co 时 )?, 从 而 级 数 ysinzz 的 
发 散 性 获 证 ， 
2554. 证 明 , 若 级 数 ya. 收 伍 , 则 把 该 级 数 的 项 经 过 组 合 而 不 
变更 其 先后 次 序 所 得 的 级 数 
六 4 其 和 丰富 一 1 
也 收 伍 且 有 相同 的 和 . 反之 不 坎 . 举 出 例 了 于. 
证 设 豚 数 > ) 4, 的 部 分 和 级 列 为 


本 9 
则 一 4 -一 3 他，-。 
由 于 级 数 y\a. 收 敏 , 故 其 部 分 和 叙 列 {S-} 趋 于 定 
值 S. 因此 ， 


lirn2y 一 1imS 方 。 ; 一 】 一 汐 本 


即 级 数 y\4.。 是 收 伍 的 ,上 且 与 级 数 Ya, 有 相同 的 和 . 
反之 不 真 . 例如 ,级 数 

1 一 1 十 1 一 1 十 … 十 (一 1 十 ，… 
是 发 散 的 ,但 按 下 述 方法 组 成 的 级 数 


本 an。 -Li .TITTE 1 nr 一 


(1 一 1) 十 人 1 一 1) 十 … 十 人 1 一 1 十 沁 
却 是 收敛 的 . 


2555. 证 明 , 若 级 数 ya. 的 各 项 是 正 的 ,而 把 这 级 数 的 项 经 过 


组 合 而 得 到 的 级 数 4. 收敛 , 则 原来 的 级 数 y\c, 也 
收 敏 . 
证 由 于 袜 4. 收 敏 , 记 其 和 为 5. 考虑 原 级 数 的 部 分 


一 ye, 并 注意 到 ar 0 人 一 1,2), 帮 相 在 

H 怀 | 
9。 一 “ 一 2 4 <s 
显然 字 ， < 一 S ,对 一 切 w 成立. 手 是 ,13。} 单调 上 升 且 有 
界 . 因此 ,极限 ims, 存在 有 限 , 即 原 级 数 >'c. 收 敏 ， 
研究 下 列 级 数 的 收 敏 性 ， 一 
2556. 1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 ……， 

解 “由 于 通 项 a, = (一 1 六 1 当 # 一 oo 时 的 极限 不 存 
在 ,更 不 可 能 趋 于 零 , 故 级 数 > (一 1)"-: 发 散 . 


2557.0.001 十 “0.001 十 Y0.001 十 …， 
解 由 于 
ima 一 jam 光 站 .001 一 1 关门， 


故 级 数 了 ，.%6-00I 发 散 . 


数 >， 可 二 Ti 也 收 伍 . 


~ 1 
2563. -于 + /证 + 十 二 


1 1 口 品 闪 上 
解 ”由 于 0 一 了 < 革 且 级 数 >， 收 伊 , 故 


也 旺 ， 


人 1 
] 


十 一 一 -一 一 -一 一 十 
一 v28 一 2 十 ]) 


] 1 | 
解 由 于 天 一 一 一 -一 一 注 一 人 0 有 日 级 一 
w 2 一 13f27 十 17 ”2 数 盖 加 


1 
发 散 , 故 级 数 之 ， wT29 一 1yC20 二 1) 也 发 苹 
2565. 证 明 ,由 等 差 级 数 各 项 的 倒数 组 成 的 级 数 是 发 散 的 . 


证 设 等 差 级 数 为 Ye + om 一 1)d] ,其 中 必 为 公 莹 . 


当 村 人 > 昌 时 ,总 存在 下 整数 丽 站 + 恒 < to 一 1 可 
则 当 # 关 m 时 ,总 有 e+ 一 Da 一 1)Jd, 于 是 ， 
1 1 
十 DO>2 和 过 一 区 可 一 9， 


注意 到 级 孝 2) 列 2 发 散 ,因而 级 数 > 42 十 @ 二 1 ?2 


发 散 ， 故 级 数 5 十 己 一 记 也 发 散 ， 
当 cd 一 0 时 ,a 不 可 能 为 零 ,此 时 级 数 荆 十 上 十 … 


丁 必 


二 工 ， 显 然 改 散 
当 4<0 时 ,将 此 级 数 的 各 项 乘 以 一 1 即 化 为 d>0 
的 情形 ,于 是 ,这 级 数 也 发 散 . 


总 上 所 述 ,不 论 4 为 何 值 ,级 数 之 ， 
均 沽 散 ， 
2566. 证 明 , 若 级 数 > ,as,(4) 政 >)5( 吾 ) 皆 收 笋 且 ao 委 ec 委 


1 
和 十 4 一直 ) 弛 


pr = 112), 则 级 数 SesCC) 也 收敛 . 者 级 数 (4) 与 
[ 瑟 ) 皆 发 散 , 问 级 数 CC) 的 收 敏 性 若 何 ? 
证 “” 当 级 数 (4) 及 (五 ) 收 误 时 ,由 于 ea 委 悦 委 血 , 故 


0 过 ec 一 运 六 一 因为 级 数 SG -mw) 收 化 , 故 
级 数 Y\(c. -ua.) 也 收 敏 ,再 由 级 数 Sa。 及 > cc, - 


a.) 的 收 敏 性 即 得 知 级 数 Ca, 上 (cs 一 w 为 = Ye 也 


收 仇 . 

震级 数 (4) 与 8) 和 骨 发 散 , 则 级 数 (C) 可 能 收敛 ， 
也 可 能 发 散 ,. 例如 ,级 数 

11 -1 及 1 了 +1+1. 


缘 发 散 . 而 级 数 Y\e, 当 c = 0( 一 1 一 < 一 1 时 收 伍 ; 


当 ce, 一 (一 1< co << 1) 也 发 散 . 


2567. 设 已 项 二 发 散 级 数 
了 了 


2568. 


了 2 


Sa， 及 2 
的 各 项 不 为 负数 , 癌 下 列 二 级 数 的 收敛 性 知 何 : 
(a) > ,Imin (at ) 及 (6) > ,Inaxfas 7 


解 (ca) yymin(ea,,5) 可 能 收 伍 ,也 可 能 发 散 . 例如 ,级 


讨 m 了 


数 1 二 和 一 及 >， 一 尼 发 散 , 但 是 


二 下 


Smin(as ,加 ) 一 0 十 0 十 … 十 0 十 … 却 收 总 ,又 如 ,级 


数 定 车 二 及 去 六 皆 发 散 ,但 是 > min(e， ,如 ) 一 盖 二 六 
也 发 散 , 
KG67? 六 ,IaxfasyE) 一 定 发 散 . 事实 上 ， 


maXx (ay 靖 ) 演 宦 a 之 0 


而 级 数 2 发 散 , 故 级 数 盖 maxca 全) 也 发 散 . 


证 明 ， 善 级 数 Ye (eu 芝 0 收 敏 ， 则 级 数 2 ai 也 收 伊 . 
倒 过 来 不 成 立 ， 举 出 例 于 ， 

证 由 于 > a。 收 化 ， 故 lima, = 0. 于 是 ,总 存在 ne. 使 
当 z 汕 时 ,有 0 雪 w <<1. 从 而 , 当 光 避 时 ,有 
0 所 叶 < as 由 于 级 数 > 收 伍 ， 当然 级 数 ya。 收 贫 ， 


生怕 


故 级 数 2: 收 敏 ,从 而 ,> 3 也 收 敏 ， 
反之 不 真 .例如 ,a. 一 二 ,级 数 2"a 收敛 ,而 级 数 
写 . 却 八 向 
2569. 证 明 , 若 级 数 <: 及 盖 收 伍 , 则 级 数 
1， 2 te。 十 本)2，S， an 


也 收 伍 . 
证 ”由 于 0 扫 23la. 思 < 委 于 十 基 , 且 级 数 > (es 十 本 ) 


收 敏 , 故 级 数 > 1a.5.| 收 笋 ， 
其 次 ,由 于 ke, 十 )2 一 好 十 开 十 26 上 且 级 数 
ya3, > 天 及 >ab, 篆 收 狂 , 故 知 级 数 > (os 十 避 ) 
也 收 伊 . 
最 后 , 设 瑟 一 二 ,利用 第 一 个 结果 即 证 得 级 数 
SA jar | 
。 -人 收 策 ， 
2570. 证 明 , 若 


lipmmwe， 一 好 渡 站， 


则 级 数 > 发 散 . 


了 3 


证 aa, 一 个. 不 妨 设 a > 0. 由 于 limna 一 ea, 故 对 于 任 
加 


给 的 0 所 s<<a, 总 存在 ao, 使 当 = 阅 时 ,有 他 >>a 一 


ED0 或 aa 一 昌 寺 > 0 
如 果 级 数 > ;c. 收 笋 , 则 级 数 > )o, 也 收 伍 , 从 而 全 
得 出 级 数 > 十 收 敏 的 错误 结论 . 因此 , 原 级 数 > )z. 发 


毅 . 
2571. 证 明 , 若 各 项 为 正 且 其 值 单调 减少 的 级 数 Ya. 收 伍 ， 
刚 limma。 一 小 加 
证 ”对 于 任何 的 六 与 冯 > 阅 ,我 们 有 

得 一 0 十 GT 十 十 Cs 
其 中 av 为 该 收 敏 级 数 的 余 式 ,由 此 得 


村 
其 Q < 一 一 一人- 


由 于 级 数 Ya. 收 敏 , 故 对 于 和 任 给 的 上 > 0, 我 们 可 


取 定 某 mo 使 
Cn < 


其 次 ,由 于 limz 一 交 一 1, 故 存在 noro>>mzo)， 
使 当 用 22 了 时 ,有 


了 


一 <2， 
拓 -一 和 下 


于 是 , 当 = 关 me 时 ,有 
从 < 
因此 ,limmna 一 0 本 题 获 证 ， 
2572. 若 当 户 一 下 2 了 时 ,imntan+i 十 az 十 … 十 Ca 


一 0. 问 级 教 > ,ao 是 否 收效 ? 
解 ” 若 当 上 廊 一 1,2,3,… 时 ， 
lim (ar 十 ants 士 … 十 antp) 一 0， (1 


并 不 一 定 有 级 数 > 'c. 收 敏 . 例如 , 取 a. = 江 , 显 然 级 数 


> 二 发散, 但 却 有 
妞 一 圭 
<-Gn+1 十 Cr+z 十 …… 十 Gr+p 


1 -1 .1 < 一- 底 
5HT 5 HS 


而 limz4T 一 0, 故 对 一 切 疡 ,(1) 式 均 成 立 ， 
这 个 事实 与 哥 西 准则 并 不 荐 盾 , 因 为 在 哥 西 准则 
中 ,对 于 任 给 的 *0， 存 在 数 六 = RNCe) 使 当 2 和 
六 0 时 ,不 等 式 
ea 十 as+s 十 十 ao+p | < 
成 立 , 则 级 数 > ,as 收 笋 ,其 中 的 加 只 依 束 于 es 而 与 疡 无 


关 .- 本 题 的 叙述 中 ,条 件 并 没有 排除 六 要 与 户 有 关 . 
利用 再 西 准则 ,证 明 下 列 正 项 级 数 的 收 伍 性 ; 


了 5 


妈 L 本 中 晤 Ce 者 学 埋 
2573. ao 十 10 十 十 六 十 《|a| <<10)》， 


证 15 一 5.| 一 | 其 十 品 汪 + 各 区 | 
la ai| |a | 
委 10 十 -105 十 交 十 TO 
] 1 
<ir=i| 1+i16+ 十 二 5 
1 1 
110 工 
1 0 
一 1 一 
9 。 10 


任 给 e>>0, 要 13 一 S.1<s, 只 要 T-5<9e, 即 只 要 
2 十 | 区 9e' 
取 六 一 2 十 [lg 训 ], 则 当 me>N 时 ,不 等 式 
| 和 一 人 | < 


对 一 切 正 整数 思 千 成 立 , 因 此 ,级 数 六 2 收 黎 


2574. 3 十 20 玫 十 十 2D2 十 … 


2 也” 
证 | SS 一 汪 。| 一 5 全 并 十 …… 十 2 全 二 迄 | 
< 委 十 … 十 熙 5. (1) 


由 于 级 数 之 ; 六 收 敏 , 故 按 哥 西 准则 ,对 于 任 给 的 


< 盖 0, 总 存在 正 整数 N, 使 当 =*>> 六 时 ,对 任意 正 整数 
16 


疡 ,有 


十 天 十 …… 十 天 T<ce 《21) 


由 (17 式 及 (227 式 得 知 , 当 #>> 扣 时 ,不 等 式 
1 一 六 | 一 


对 一 切 正 整数 祖居 戌 立 .因此 ,级 数 > 52 收 敏 ， 


2575. 2 一 生生 Se 于 
SS 一 cs 十- 


十 = 


十 
解 3 3 = 让 es 下 一 cs 人士 Dz 
则 十 间 


本 十 】 
_ ecosC 十 JE“ 司 六 [了 
之 


二 1 


1 。 
一 元 CDS 人 tt 十 工 ) 工 


Cog( 扣 十 户 十 LDOz 
冯 十 声 
人 习 
故 15.tr 一 S.1 < 生 十 1 -二 


站 革 十 由 


7 
一 2 一 
”7 二 II 好 
对 于 任 给 的 e>0, 取 正 整 数 N 一 [二 ], 则 当 a>N 时 ,对 
LS 一 S.|< 全 <e 


因此， 级 数 S， cosnz 一 cos 人 十 ]2》 全 收 笋 . 


了 


= 一 一 一 一 一 一- 一 .- - 


利用 哥 西 准则 ,证 明 下 列 级 数 的 发 散 性 ， 


工 十 工 十 ,十 工 十 .- 
2576.1 十 方 十 言 十 … 十 二 十 …… 


解 ” 取 re 不 论 = 多大 , 若 令 一 z, 则 有 


1So 一 5 一 二 T 十 革 十 …… 十 站 > 革 十 …… 十 于 


一 工 
一 了 2 6。 


因此 ,级 数 >) 二 发 散 . 


二 _ 工 十 工 十 工 一 工 十 . 
2577.1 十 却 一 言 十 二 十 二 一 二 十 


解 到 0<a<< 苇 .不论 多 大 , 若 令 力 一 3m, 则 有 


1 1 
3 十 1 3 十 2 38 十 3 


| 1 
十 十 二 二 7 十 页 二 1 一品 
1 1 .1 
一 3# 一 生 
1 
居 


1 一 汪 an | 一 


十 … 十 志 十 二 一 让 


一 了 工 v- 了 了 
人 十 态 ) 


因此 ,级 数 | 到 二 1 十 玉 寺 3 下士 5 发散 
] 了 5 


2581. 


2082. 
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一 . 


故 级 孝 > ) 世 ! 收 敛 


用 me 


硬 了 
Ka) 十 2 十 区 : 二. .十 和 31 十 . 
嘲 人 电 
(G@) 二 十 基 于 十 红 生 引 十 十 于 下 十， 
解 (人 a) 由 于 
2 (3 二 1)1 
。 由 n+T1 1 《za 十 1)+1! ___ 1 、-， 
Lam es 一 了 2 一 im241 十 六 ) 
葵 ” 
一 圭一 1， 
故 级 教 > 22L 收 北 
了 一 二 
《6) 册 于 
3 (2 十 1)71! 
用 十 上 一 下 
Timeat 一 Tim Ci -一 Jimal 1 二 车] 
关节 
1 
司 卫 上 
ae .十 马 ! 十 
2 2 Pr 
和 解 ”由 于 
[《3 十 171 
， 。 六 Ce+ID  【《 72 
im 2 一 im (7 一 im 2 
2” 


一 站 < 一 1] ， 
故 级 数 CI C 收 敏 . 


站 me ] 


心 ，1000 * 000* 1001。100 
2583. 二 2 十 1 ,1001 1 ] 100z 


173 十 13。5 
名 二 于 
im 一 lim- 2 二 六 一 也 


= 1000。1001…(1000 十 于 ) 
oa 1*3。5*(f2m 十 1 收 伍 ， 


4 4*7 4。7， 10， 
“58- 2 十 了 “6 十 2 6710 十 
和 解 ”由 于 
四 性 m 十 1 3 了 十 壮 
im 一 jimdp 十 2 一 4 


4 。7 .10.-(3x 十 4 
故 级 数 > 67102tz 十 2 收敛 ， 


十 ，. 


< 工 ， 


立 < 一 1， 


2585. yw 一 3 COY3 一 区 00V2 一 ”2 


解 由 于 
一 limtVY 2 一 疼 2) 一 Y 2 一 1<<1， 


有 一 于 口上 再 2 世 


下 级 玫 立 Cv 3DCY2 一 了 2)CV 2 


一 ”YY 2 ) 收 笋 ， 
二 
2586. >， 二 可 
解 ” 由 于 


2 


企 
im az 一 Hom 
站 -十 


由 于 其 通 项 趋 于 二 夭 0, 故 它 是 发 散 的 . 因此 , 原 级 数 也 
是 发 散 的 ， 
注意 , 若 用 达 归 伯 耳 判别 法 , 则 有 lim2 共 一 1, 无 明 
确 结论 ,此 时 还 应 改 用 高 斯 判别 法 . 
2588，2 -元 
解 ” 当 m>]1 时 ,lnn<<cn, 于 是 ， 


对 于 级 数 


22 


2589. y， 


2590. 


SA  ] 
一 
由 于 im- 天- 一 1 天 0, 故 它 是 发 散 的 . 因此 , 原 级 数 也 发 
散 
注意 , 若 用 达 朗 伯 耳 判别 法 ,将 遇 到 与 2587 题 类 
似 的 情况 . 


着 "1 


2 《2n2 十 十 1) 生 
解 ”由 于 

中 一 闻 一 
一 -一 二 一 二 - ET 
(27 十 2 十 1 于 《2 


且 级 数 2 点 收 化, 故 原 级 数 记 收敛 . 


注意 ， 若 用 达 妆 伯 耳 判别 法 ， 则 有 
Ti eat 一 lin Ca 十 1)”。 《22 十 ?十 1) 二 


天 (2nz 十 5n 十 4) 叶 
加 工 。. 玉 .28 十 # 十 ] 1 
一 直 (1 十 天 ? 【22 十 5 十 于 ? 广 2 十 5 十 4 


一 
一 这 


一 此 ] 。 工 ~- 一 1， 


v 王 “ v 可 
也 可 证 得 原 级 数 收敛 


wZ 二 MV32 一 wwZTAMW2 一 V2TwE 
十 2 一 以 2 十 MY2T vv 了 十 :… 


解 方法 一 : 
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ww 2 一 2os 二 一 2sin 本， 


V2 一 2 一 /2 一 2cos 于 一 2sin 车 ， 
YV2--V2+vZ=A/ 2 一 Js+acos 王 


腕 
襄 一 2sin 世 16， 


利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 和 通 项 为 
Ga 一 2Ssin 3 


一 人 之 一 2Cos 一 - 


由 于 
2sin AH 
limet 一 lim 一 全 一 一 lim 
aoo 性 mean 人 沈 
” 2sln 二 ATT 
2 
_ 
一 广 <<1， 
故 级 数 收 锅 
方法 二 
2 一 /了 一 2 一 2 。 2 十 2 
V 2 十 Y 了 
YY2 
V2 十 V2 


_AM2 一 VY2+TYZ 。A2TV2TY3 


扩 zwW2+Tw 了 
2 一 2 


A 2 十 W2 二 3 


利用 数学 归纳 法 ,可 证 得 


所 2 一 MTV2+… 十 V 了 
~ 


症 醒 福 导 
1 


所 2 上 TYV 3V2 二 十 V 了 
-2 


六 重 祖 号 


， 所 2 2 十 Ye 二 ww2 。 
.~ ~ 


(一 17 重 根 号 


由 于 


妈 a 十 ] 


lim2a+1 一 lim 


me 
2 十 所 2 十 V 2 十 … 十 了 


RESIEEIE 


na 重 根 号 


故 级 数 收 生 . 
* 利用 637 题 的 结果 ， 


1 *) 


-一 一 .一 一 一 一 -一 一- 


25 


2591. 证 明 : 老 


lim 一 二 一 gfas>>0， 


同一 加 各 四 


则 | Gs 一 DCGTD)》 ,其 中 全 1 2 
证 由 于 lim 局 一 9, 故 利用 141 题 的 结果 , 即 得 


lmVw“ = 
令 e 一 去 (@ 一 9)>0, 则 由 上 式 知 存在 nm 使 当 
庆 :120 时 ,有 
-|<。， 


从 而 有 
Vs < 十 一 和 | 【了 ao ， 

其 中 1 一 生 二 2<i， 利用 友 一 ol)，, 即 证 得 
Gu 一 刀 反 一 中 人 0 


2592. 证 明 :者 


Ti 二 一 g<1Cav>>0)， 


则 级 数 > ,ea- 收 煞 . 
相反 的 结论 不 真 . 研究 例子 
1 ,1 1 寺 ， 1， 
广 十 本 十 区 十 茜 十 这 十 草 十 …， 


故 存 在 mm, 使 当 = 闻 mm 时 ,有 


-r 一 -一 --- 一  -- 


二 <g 十 e 一 1. 


从 而 
0<asssas 关 o( 了 2 人 0). 


由 于 级 数 > P-… 收 敏 , 故 级 数 2)o. 收 敏 , 从 而 级 数 


反之 不 真 , 例 如 ,级 数 

1 | 】 ] 1 并 

上 了 十 半 十 于 十 半 十 闭 十 ” 
显 热 是 收 笋 的 .但 是 ， 
(村 ?+, 当 nm 一 2ozz 十 1; 


ca+i 
人 1 3 、w __ 
了 (人 ) + 当 2 一 2 ， 


故 有 


me 籽 
一 一 十 co。 
ae 


2593. 证 明 , 若 对 于 级 数 YYauka, > 0) 极限 


好 +1 


< oa。 一 (人 
存在 , 则 

lm ae.=v (B) 
也 存在 . 


相 汉 的 结论 不 真 : 关 极 限 (B) 存 在 , 则 极限 (A) 可 以 
不 存在 . 研究 例子 


一 一 - 


Y 3 十 《一 ] 
一 DT 1 


证 “利用 141 题 的 结论 ,本 题 的 前 半 部 分 即 得 证 ， 
反之 不 真 , 例如 ,对 于 级 数 >) 二 3 洒 有 


limA/ .一 im 二 一] 一 工 


na 一 = 六 2 2 
但 是 ， 
antl 3 十 (一 1 -| 2z 为 偶数 ; 
< 203 二 一 D7 1, 当 ， 为 奇数 ， 
故 极限 lim 一 所 不 存在 、 
2594. 证 明 , 若 


TV co. 一 ae,>0)， 


则 Ca) 当 <1 时 级 数 > 收 伍 ;(6) 当 g>1 时 这 级 数 
发 散 ( 机 西 判 别 法 的 推广 ) 


证 (a) 取 0<e< 二 (1 一 9 由 于 fiV c. 一 g, 故 存在 
ro 恒 当 并 -0 时 ,有 


0 na 一 9 十 
庆 而 

0<<V ea。 一 2 (Pa 
或 . 


0<a < 雹 2 (zto). 


2 


2997. 


2598. 


站 


Him Wa。 一 lim 人 天 = 了 <<1， 
DSS 2 
故 它 是 收敛 的 ,有 而 级 数 之 ;一 二 也 是 收 伍 的 


阿 xf ww 2 十 (一 1) 了 7 
一 3 
角 0<-2[ 二 (一切 本 < 志士] 


or 由 于 


有 co 二 


区 
故 它 是 收 全 的 ,从 而 级 数 > 邢 EY 2 二 (一 1 也 是 


收 租 的 ， 
利用 拉 阿 伯 和 高 斯 判别 法 :研究 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
1 .3 1。*3 5 
(二 于 介 二 [于 4 
人 27 十 二 
解 盖 | 24 直 1 由 于 
28 十 过 |“ 


2 十 ] 
1 


一 1 
iimn| 2 一 一 1 一 lim 
芍 一 一 尼 忆 , 是 十 二 同一 下 二 人 了 


开 


一 linmn 一 
上 一 


工 
大 


放 当 各 > 1 即 湖 > 2 时 ,级 数 21 [25 上 入 ] 收 
误 . 


aa 十 4 aa 十 ca 十 243 
2599. 十 到 5 十 天 SHE CBE 十 (2000>0， 
引申 )， 
十 于 达 
ae+l 在 十 PE 由 于 


ima| :2 
neo 好 +1 


一 1 一 imz| > 


页 当 本 > 时 ， 


weata 寺 crfa 十 人 一 1)0 
级 数 3 人 二 的 二 光 直 ( 二 194] 收 策 ， 


2600，》 242 


并 
一 | 
Gu 【〔《# 赴 17 e+L 担 
《如 十 了 二 “ 交 
由 于 
了 | 十 117 7” 
lime| -一 1] 一 lim 二 二 


3 | 一 


了 了 


二 (1 十 zt 一 1 工人 和 +mma+a 1 


一 [im 一 -一 一 lm 
工 -一 站 二 二 -性 定 


1 _ 
-一 1T《 于 TXT 一 


-im 


dT- 酝 心 惠 


wz 
2601 (2 十 32 十 2)…(2 十 7 


Ga _ 2 十 YY 十 1 
解 既 a 十 1 wz 十 1 由 于 


一 一 limn 2 十 Y# 十 1 
2 


一 十 ce， 


]im 基 


林 一 和 -七 避 


一 1im 
天 十 1 上 


ww 
故 级 效 人 《3 十 vv )(2 十 >，…(2 十 7) 收 策 ， 


< 天 1 好 全 
2602. 人， 5 二 1 人 干 而 中 >>0.4 > 0)， 


解 -2 = -| 2 [+ 由 于 
芝 下 =tmz[[1+ 二 | + 到 本 
Qterti 


了 一 和 炸 -二 


呈 一 由 
故 当 训 十 9 计时 ,级 数 >， 2 二 区 条 二 疝 收 伊 ， 
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mr 一 一 .一 一 - 


2604- 


26005. 


1 
了 : 广 ( 记 >009 >> 0). 


下] 
好 = 天 十 17 工 十 关 
解 一 | 困 | 户 十 总 由 于 


写 s 十 1 


局 1 了 1 十 z 

之 -一 中 =lima[Q+ 二 7 1 
4 十 z -| 

|， ] 十 疡 工 __ _ 

im 于 38 语 1 一 疡 ， 


入 当 3 十 1 一 庆 >1 即 c> 庆 时 ,级 数 
忆 畏 由 了 
1 如 户 十 1 站 也 . 记 收 癌 . 


lm 


则 一 是 蕊 r 


Y 1。.3.5f28 一 11 “上 工 
< 全 人 34 6…p(27) 79 
Ge 2 十 和 | 王 十 11*? 
解 二 一 | 关于 4 1 由 于 
iimz| 2 一 -1 
本 守 既 m 十 1 
1 272 十 2 加 
一 Emo[( 坟 二 1 全 2 1 
[号 到 | are 
一 一 浊 一 4 十 仿 ， 
产 ， SVTC22 一 1 工 
收 黎 ， 
| 了 mn 
之 ， 二 | 1 一 2 《办 Dr )。 


， 解 令 一 十 | 1 一 汪 ] . 由 于 lim2an 一 0 故 当 充 


了 了 


2606. 


3 


分 大 时 ,av.>>0. 


当 x 一 0 时 ,级 数 为 二, 它 当 户 > 1 时 收 仇 ,而 当 户 
去 1 时 人 发散, 当天 0 时 ,我 们 有 


mkanet) 一 zlnna 十 nln| 1 一 三 2 


一 并 机, 十 ng 一 起 一 HE 。 2 十 昌 一 生 ) ? 


其 中 同一 2 2 


zs 十 [ngl 一 5) 一 Ti pb 十 lnl 一 上 
4 一 必 


1 工 


一 iim 一 二 一 "一 lim 一 一 
下 下 站 24 y-0 2 一 ]) 


一 
如 重 
故 有 


HimlnCa nr) 一 0 或 lim 守 一 1. 


担 靖 十 王 


由 此 可 知 , 级 数 > 'a. 与 > -点 有 相同 的 敏 散 性 , 故 当 


关 十 =>> 1 时 ,级 数 > Ya. 收 伍 , 而 当 户 十 xz 扫 1 时 发 散 


综 上 所 述 ,级 数 Ya, 仅 当 z > 1 一 请 时 收 伍 ， 
证 明 : 和 车 a,>>06om 一 1,2) 且 


os 计 好 rm 十 1 1 交 


出 | “=o| 填 -| 《ED)。 


证 下 面 记 2 有 为 无 穷 小 量 , 即 m 一 
af,o 一 of1) ,有 一 of1), 尼 .一 of1) 记 一 0f1yeo 一 


他 区 1 王政， 

由 题 设 知 , 当 的 
-ae 一 1 十 去 十 畔 
从 n 十 1 

取 对 数 , 即 得 


1nea. 一 Ina 一 | 


一 声色 二 | = 半 
庆 十 于 +9| 了 4 所 CPP 十 < 中 
一 1:2, 一 1 并 求 和 , 则 得 


xc: 1 
lnai; 一 ]naw 一 > ， 二 ( 记 十 w 。)， 
zx 二 上 
-1 


由 143 题 (在 其 中 令 zr 一 忆 宕 ,和 一 袜 ] 


linmn 


一 -Hi 


尺 由 146 题 知 


生 一 ] 


六 土 =C+InGN 一 1) 十 ev， 


汀 P 


其 中 C 是 尤 拉 常 数 ,sxw 一 . 1 念 


(名 到 儿 芭 


有 lnat 一 ]naw 一 《 疡 十 癌 ) 


天 四 


一 ( 产 十 PreC 十 in 一 1) 后 


避 宁 | 工 站 = jmsv=0 0， 


听 一 了 


5 


2607- 


了 站 


一 《六 十 Bin 一 1 十 下 十 序 避 
其 中 上 = (他 为 常数 . 于 是 ， 

lnax 一 一 ( 声 十 拟 in 一 1 十 大 一 序 w， 
其 中 电 一 tnai 一 并 为 常数 ,从 而 


一 是 了 (一 13 一 人 十 pv 


7 1 一 二 记 十 启 和 
页 


妆 上 由 一 


= 一 2 一 上 扣 时 后 en 昌 7 


其 中 有 一 一 记 . 由 于 请 一 ofl) , 故 对 于 任 和 芭 的 e>0， 
当 六 充分 大 时 ,有 18w1<< ,从 而 New< NE 再 注意 
到 | 


各 | 二] -1 
即 郑 ; 当 六 充分 大 时 ,有 

0<<aw< 妇 。N 主 。 No| 交 | ， 
其 中 引 是 常数 . 于 是 ,得 


1 
ov=o| 有 | 。 


本 题 获 证 ， 
求 出 通 项 as。 的 减 小 的 阶 ,从 天 研究 级 数 2,a. 的 收 笋 
性 , 设 : 


坟 十 Git 十 十 4 - 
之 1 让 市 咯 


和 解 由 于 ax 一 品 * [ 吉 , 克 当 一 六 1 即 gg>>1 十 思 
时 ,组 数 收 误 


26008，a。 一 sin 二 


解 由于 0 , 量 
L 一 sin 一 

Re 到- 二 
抢 吕 二 1 


故 仅 当 1 十 关 >1 即 关 >0 时 ,级 数 收 误 ， 
2609. ae.=(CvFTi 一 voln (>>1)， 
解 由 于 au<c0, 卢 


掉 


1 2 
[RE 二 -9 FE 
故 仅 当 去 十 ]>1 即 p>0 时 ,级 数 收 敏 ， 

2610，2a。 王 1nfsec 到 
解 ” 由 于 a 盖 0 2 时 ) , 旦 
1 1 3 2 
o 一 到] 一 亲人 一作 | 天 
| 1 
一 蜂 [ 忘 ] 
故 仅 当 2# 盖 1 即 > 六 时 ,级 数 收 和 敛 


2611. o.=lgr| 1 十 之 | ee>oe>o， 
解 “显然 21( 否 则 w 无 意义 )， 由 于 


2612. ,= [< 一 |1+ 二 


1 


解 1 十 二 | 一 2eo 人 


由 于 ca,> 盖 0 日 
情 】 卢 
他。 一 [ef1 一 ce 所 +9 (2 一 e[ 吉 二 0， [起 ] 
】 


一 上 总 + 昌 
故 仅 当 户 >1 时 ,级 数 收敛 - 
] 
2013. az。 一 . 
ai 十 并 
艇 ”由 于 
儿 一 着-0+ 舍 ) 一 e+ 店 知 " 一 一 (ne 十 雪 一 二 e， 
故 级 数 显然 发 散 . 
2614. ,一 一 二 . 
和 解 ”由 于 
=- 1 -Drf|L 
“0 
故 级 数 发 散 . 


ln 工 


2615. 证 明 ; 若 有 “> 0 使 当 = 六 加 时 下 和 次 1 十 aao>>0)， 


3 


旭 Pninmy3 


妇 + 

解 一 一 ,由 将 比 塔 法 则 知 

， (lnlnz): |, 2lnlnz 儿 

im 一 一 一 一 一 im 1irn 一 [， 

nr mn 六 一 

2 

故 lim = 9 一 0, 从 而 存在 mm 使 当 azo 时 ,有 
in 上 


开关 < ,利用 2615 题 的 结论 , 即 知 级 数 发 散 . 


利用 哥 西 积分 判别 法 ,研究 具 如 下 通 项 的 级 数 的 收 玄 
性 ; 


2619. oa. 一 
解 ”由 于 不 论 p 为 何 数 , 当 zx 充分 大 时 , 函 甫 -7 者 


2020. 


世间 


是 非 负 递减 的 ,并 且 


| 杂工 ET 去 | 天 1; 
2 nor 一 
lnlnz|”， p 一 1 
公 当 产 1 时 收 总 , 故 级 教 仅 当 A>>1 时 收 伍 . 
-1 
< Korye 《lnlmyrrye 人 人 2 


__ 芽 、 
解 ” 易 知 函数 Ac) 一 FT 不论 py9 为 何 


实数 ) 的 导 函 数 当 > 充分 大 时 是 负 的 , 故 当 = 充分 大 
时 ,7z) 是 非 负 递 减 函 数 。 


若 六 一 1 则 
| 十 上 m 奸 
3 并 mxC 人 in 和 7 


站 _--- -一 一 .一 一同 … -一 


十 后 


十 15 


| arr|， 
Inlnlnz| ;”， 7 一 ]. 
涯 g>>1 时 收 敏 ,<1 时 发 散 , 故 由 哥 西 积分 判别 法 知 ， 
原 级 数 当 =1,g>>1 时 收 敏 ,一 1,4g 委 1 时 发 散 . 
若 关 关 1, 作 代 摘 lnz 一 上 ,有 


| 十 癌 工 =| 十 5 《如 

a tinzyatlnlnzry Ja flnt)9 

当 >1 时 , 取 70 使 请 一 ?1 由 于 (不 论 g 为 何 实 
数 ) 


lim ”一 lim 
“ne 一 ne 


故 积分 | 7” 去 公 计 收 敏 ,从 而 原 级 数 收 伍 ; 当 <1 
时 , 取 *>0 使 疡 十 Fr<1. 由 于 


7 
lim *“。 一 ~ 一 litmm 一 一 一 一 
TD Elnr3e 一 十 c 如 [nz 


一 心 ， 


一 十 co， 


故 积分 | ”去 全 发 散 , 从 而 原 级 数 发 散 
综 上 所 述 ,可 知 原 级 数 促 当 一 1,g>1 及 疡 > 1 尾 章 
时 收 伍 . 
2621. 研究 级 数 

1 

= [nm 
的 收敛 性 . 
解 ”由 于 

lngnaly 一 六 nn 大 < 刘 [ 人 ， 

故 


4 了 


-一 一 


2022. 
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1 1 


邓 ]n 和 


利用 2619 是 中 少 = 1 的 结果 , 知 级 数 -1 发 散 , 故 


天 | 和 
也 和 
证 明 , 设 正 项 级 数 we. 的 项 单调 减 小 , 则 级 数 立 。 与 


级 数 Z12a 同时 收敛 或 同时 发 散 . 


证 设 Sz 一 ai 十 cs 十 … 十 ar, 则 因 
人 0 


故 得 

0<92n<E1 十 (az 十 a3) 十 … 十 (en 十 … 十 app+I_1 < 

十 2a: 十 … 十 2ricsr， (1 
且 有 


侈 m 王 刀 1 十 as 十 《as 十 ea) 十 二 十 (《&zn-1+i 十 … 十 4or) 
> 了 al 十 az 十 22, 十 3 十 2 an 


一 守 (a 十 2a? 十 2ice 十 … 十 2raz3>0 (2 
由 (1) 式 得 知 : 若 > 2"az 收 化 , 则 > ia. 也 收 总 ;由 (2) 


式 得 知 ; 若 2 2roy 发 散 , 则 > yo。 也 发 散 . 由 此 本 题 获 
证 同 本 时 sm 二 
注意 ,在 此 命题 中 ,用 作 比 较 的 级 数 
Sa 


刘 一 


可 以 用 更 普 远 的 级 数 


mra- 


来 代 茜 ， 其 中 mr 为 任 一 自然 数 . 证 法 类 羽 ， 

2623,. 设 Fr) 为 单调 不 增加 的 正 值 函数 . 证 明 , 知 级 数 
y fs) 收 敏 , 则 对 于 其 余 项 尺 = >1 AGE) 有 以 下 的 
估计 ， 

| 二 Cryadz<R Cr 十 1 ) 十 | Crydx， 


利用 此 式 , 求 级 数 > 志 的 和 精确 到 0. 01 
解 ”由 级 数 > ) /0n) 的 收 敏 性 ,根据 哥 西 积分 判别 法 ， 


知 积分 上 *” ez)az 收 化， 由 于 AKCz? 单调 不 增加 , 故 
上 co+A+TD<| 出 FrCzexzs<rCn 十 上 ) 


(有 一 1，2，3，…)， 
将 这 些 不 等 式 相 加 ,得 

衬 roHtrDbsf “aaa 芝 oo 有 
即 。 玉 , 一 fo 二 D<| ArarscR。 
或 


| ede<Ryo+D+| GT 


《1) 
这 就 是 所 需 证 的 不 等 式 . 
注意 , 原 题 中 将 (1 中 的“ 近 ? 误 写 为 “< ”这 是 不 
43 


2624. 


4 


对 的 ,例如 ,和 若 令 

jz) 一 访 , 当 H<Sz<H 十 ] 时 Cr 一 1,2) 则 不 等 
式 人 1 中 左 端的 “之 "号 成 为 “一 ”号 

| 机 FDC 一 民 。 一 
若 令 

ACoD 一 广 , 当 ms 十 1 时 Cn 一 1,2。…)， 
则 不 等 式 人 41) 中 右 端 的 “过 "成 为 “一 "号 ; 

R， Tt aa 


十 十 … 


-1 1 
《站 十 1 和 2 《 萎 放 十 2 入 


一 工 
一 记 十 CEE 二 ， 


后 , 利用 不 等 式 (1) 来 求 级 数 > 点 的 和 ,精确 到 
心 . 吃 1. 易 师 ， 当 取 盖 8 时 , 即 有 


Re< 二 十 | 。 只 一 0 008， 


改 取 刘 二 1. 20 作为 级 数 和 的 近似 值 , 即 可 保证 误 


差 不 超 过 0. 01. 
证 明 顾 耳 玛 可 夫 判 别 法 : 设 fr 为 单调 减少 的 正 值 羡 
数 , 又 设 

1 m 和 《ce ) 


若 4 < 1， 则 级 数 yo) 收 化 :车 4> 1, 则 级 数 


一 小 


Srcn) 发 散 ， 


证 “由 于 dim 于 一 1, 故 对 任 给 的 e>>0, 总 存在 N 
0 便当 于 人 > 和 时 ,有 
err(r)<Ch4TeyFCzr)。 
当 <1 时 , 取 e 使 4 十 se= 一 pc<<1, 刚 有 
Eee) 克之)。 
于 是 , 当 关 > 时 有 


人 eeodz<p| ”Arar， 
即 | > Acempaz<o| -reeyaz， 
也 即 
《了 一 o)| 机 Acz)dz<p| ， zadz 一 pe mw (六 
= | zax 一 中 ”ndzx 
由 于 六 充分 大 下 古 > 六, 故 丈 二 e 又 因 rr) 人 0， 
故 | ”FCzdz>o0 从 而 
《1 一 o| 1 | ， 了 (人工 ] 人 人 
站 疡 2 
| 上 Foan<ie | 站 工 ] 人 三。 
固定 六 ,让 m 一 十 c 取 极限 即 得 
| nan<T2 | ， Fredxr 一 常数 


于 是 ,由 哥 西 积分 判别 法 知 级 数 2, fp) 收 狂 。 


当 1 时 , 则 到 六 为 充分 大 ,可 得 
Ex) 【2 
地 


一 一 一 -一 一 一 -一 一 ”-.- 


世 避 


从 而 
| "eceondz3| Ce)dz， 


| 。 czdz 尖 | ArCzydz 
开 可 
旦 二 下 e 只 
人 可， 
放 


| Aczaz3| ”ziz (me>>N). 
今 设 8 一 史 十 1ei 一 Eye; 一 色 qs 9 人 二 1 一 并 分 别 


取 押 一 和 和 和 人] * 刀 


或 


旦 ee 
| Aradz>| ， 天 [CT 


党 4 
| 1 Fenaz| ， Fezzr， 
| 人 Fedzzz| ”Frodz 
妇 


才 盐 丰 呈 和 击 必 市 和 要 二 一 中 国 必 炳 中 放生 中 生生 


最 后 得 
| 一 Ade = im | Fadz 


| 
宙 
>>limz | 。FCzydz= +eo， 


即 | ”7(z)az 为 发 散 的 , 故 由 哥 西 积分 判别 法 


知 级 数 > ro 发 散 


2625. 证 明 罗 巴 契 夫 斯 基 判 别 法 : 设 正 项 级 数 Y\e, 的 项 单调 


趋 于 等 , 则 级 数 ya。 与 级 数 
> po2 


同时 收敛 或 同时 发 散 , 其 中 如 是 满足 不 等 式 
在 2 

的 项 a, 的 最 天 的 指标 . 

证 ”由 题 设 。 是 诺 足 不 等 式 a. 关 2? “的 项 a. 的 最 大 

指数 , 故 有 


昌 枉 呈 才 对 虽 幸 才 和 才 翰 放 中 申 王 志 昌 时 者 于 电 轨 归 帅 硬 虽 面 旺 时 时 


共 <an < 日 


arr<c 志 ， 
于 是 ， 
ax ti 二 an iter 十 an2( 因 一 各-) 基 ，  (1) 


ao ii 十 api 十 人 … 十 as<( 加 一 各 DR， (2) 


将 (1) 式 下 (2) 式 对 下 失 1 到 六 求 和 (其 中 认为 任意 
正 整 数 )，, 得 
47 


全 一 一 一 一 一 一 


袜 (a。 十 … 十 ae。 ) 六 > (和 一 记 - 六 ， 
并 (4 十 十 ar 二 阅 一 入- 
由 上 述 两 个 不 等 式 可 知 , 胃 数 )o. 与 级 数 > (p。 
一 pw-b 吉 -1 同时 收 敏 或 同时 发 散 . 因此 ,我 们 如 果 能 
证 明 级 数 > cp 一 为。 5 与 级 教 >)-2- 同时 收 
化 或 同时 发 散 , 则 命题 即 获 证 ， 
由 21po2r 的 收 敏 性 易 得 (ps 一 四 二 的 
收 策 性 . 反之 , 若 级 数 2 Cp。 一 包 -) 址 1 收 伍 , 则 
闷 和 3- 也 收 化， 事实 上 , 记 人 一 闷 o 一 P， 
2 pn 一 庆 i200mx 一 12，….)， 故 有 


> > (CA 一 疡 Di - 


” 

吕 
于 2 一 本 1 二 

本 一 ] - 
时 一 1 
这 

目 一 】 

= 了 iv 十 Se 一 包 


业 一 ] 


= 2Zp2 十 5 -TD 放 ， 一 声 - 
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一 末 旺 十 六 十 户 
__ 《24 一 1) 关 十 @ 一 到 
(vi 二 2 十 Ya 十 症 5) 十 ea 十 十 天 十 区 
由 此 可 知 ,不 论 < 一 也 还 是 < 天 去 , 当 充分 大 时 ,上 式 
右 端 均 保 持 定 号 , 故 原 级 数 可 当成 正 项 级 数 处 理 . 
若 一 亏 ， 由 于 
他- 一目 工 
1 wa 十 4 十 学 本 十 基 十 吉 )( 振 十 G 十 w 天 十 好 十 吕 
ee ?一 
并 ] 


而 级 数 上 收 敏 , 故 原 级 数 收 笋 ; 


若 = 尖 六 ,由 于 
《2 一 7) 王 十 汪 一 再 
= wm 十 2 十 人 人 


-7 志 发 散 ， 故 厌 ， 


/ 志 - 告 
级 数 发 散 
ne 一 snzj 
解 守 ctg 本 一 一 了 一 si n 32 和 | 


-号 (oa 人 -mm 生 让 
分 别 考虑 缓 数 


202 


《 


站 


袜 [1 一 se ae 了 二 .及 立 人 1 1 一 sin 2 
它们 都 是 正 项 级 教 ， 由 于 
1 一 t 克 2 


。 下 
lm 一 下， 


rm 工 


而 冯 二 安徽, 二 收 委 , 故 | 1 一 ctg 各 于 了 发 


艇 , 习 | 1 一 sim 到 于 ] 收 生 , 从 而 ,级 数 


忆 (ee 3 in 3 发散， 


了 十 了 
2629. 号 | 志 - in 一 一 | 
解 当 z 天 0 及 一 1<r< 十 s 肝 ， 有 
Infl 十 一 并 
利用 上 式 , 即 得 
In 3 二 1 in| 1 十 才 ] < 坟 
季 
给 十 1 1 下 
In 办 ln xi 
1 1 
=- 一 pm|1- 寺 让 > 夺 1 
即 


1 


7 


四 -二 TS 中 
一 一 一 一 一 一 -人 -~- ， 
] 十 ] 2 一 3 


wmv 十 zz 十 1 
但 级 数 2) -1 -好 收 伍 , 故 原 级 数 也 收敛 


2630.Y， 全 


总 


解 先 设 a>2. 利用 斯 特 林 格 公 
站 一 V 续 arre-o+ 计 (0< 包 <1)， 
即 得 
全 一 是 2 1nx JP 已 1 
有 ia 国 加 2a 得 一 12xy2+1 1 


显然 , 当 a > 2 时 ， 级 数 二 忆 3 、> 


酝 二 上 ”十 m 


坟 3 以 及 > 均 收 租 , 故 原 级 数 > IaCe1) 收 和 
更 设 ce 过 2. 由 于 limlnn 一 十 居 ， 利 用 139 题 的 结果 
可 知 


mk 


[im 一 十 co， 


网 一生 下 


从 而 


lngkrnlt>y 1 
1 /二 


> ,ln 


呈 一 ] 


一 lim 


悍 一 二 妇 宁 


再 注意 到 此 时 了， - 发散 ， 即 知 原 级 数 袜 了 全 世 发 


一 十 ce 


贡 ， 
2631. > e 5 
解 方法 一 
[全 一 中 =atarr 天 一 1 
一 1 
由 于 


tinmg zz 十 1 一 光 天 ) 


1 
= 一 一 -一 一 一 一 避 ， 
me 3 十 3 
ljimat sa 二 1 一 交 ，) 


闻 
一 im 一 -一 一 十 co， 
”30 于 Tz 十 SCRTTJ 十 果 


利用 lim 生 二 二 一 1, 即 得 imz| :2 一 1j = 十 co, 故 级 
数 ye- 和 5 收 伊 ， 

方法 二 : 

当 上 充分 大 时 .有 


33 


2 人 4 《4 为 大 于 零 的 常数 )， 


故 存 在 ?os 便当 力 2 芝 jz 时 ,有 
ce 匠 六 4， 

从 而 
e 所 < 祥 卫 or- 记 


但 级 数 yw- 收 敏 , 故 原 级 数 收 伍 


2632， ynze- “”. 


吉本 


解 当 上 充分 大 时 ,有 e> 玉 (8B>>0 为 常数 ), 故 存在 
xzo 使 当 Ho 时 ,有 
0<mze- 个 区 证 o 于 :一 吾 o 


但 级 数 >)n 主 收 敏 , 故 原 级 数 收 化， 

2633， 2 0" 市 一 1) ， 
解 ao 一 ni 一 1 一 人 一 1 下 ne. 又 由 于 
存在 mo, 使 当 "= 关 mm 时 ,有 0< 各 二 全 (4> 0, 党 数 )， 
而 级 数 2)= 二 收 敏 , 故 级 数 > Is 收 伍 , 从 而 级 数 
忆 o 十 - 1) 收 和 伍 ， 


人 Ra 十 此 


2634， ?> ,efa4a. 


解 ”“ 先 设 c 天 0. 若 荆 一 ad 尖 0, 应 用 阿拉 伯 判 别 法 ,我 们 
有 


人 elma 十 占 _ atnka 十 和 十 直 
| 开 一 村 ne 本 汪汪 


位 十 1 


| te 一 dlnf 1+ 寺 | 
= 一 地 幅 
TIE ET 


一 mall 工 __ 荆 
| (ie 一 ed)In(1 十 攻 ) 
《ac 一 aylin 1 二 二] 二 

姑 好 
Kelna 十 可 Feiata 十 1 十 四 


一 
2 


】 
TIETESSS 的 
当 ”一 oo 时 ,上 述 等 式 右 端的 第 一 个 因子 趋 于 1, 第 二 
个 因子 趋 于 一 ad ,第 三 个 因子 趋 于 零 , 因 此， 
lgn| 2 一 吉 0 
”从 而 级 数 发 散 ; 著 下 一 ad=0, 此 时 生 一 常数 盖 0Cn 一 1， 
2……) 故 级 数 发 散 . 
若 一 六, 则 | ， 


好。 e 9 一] 
-1 二 2ln0 十 工 ) 
籽 拓 
| in{ 1+ 志 | 位 
* [ 瑟 ] * 一 二 《好 5 天 各)， 


工 了 


天 


于 是 ,如 果 一 纯 >1 即 纯 忆 一 1, 则 级 数 收 敏 ; 如 果 一 全 
<<1, 刚 级 数 发 散 : 若 一 了 =1, 则 aa. 一 生 (C>0 是 党 
55 


:一 一 一 。 om- 。 机 罗 


数 ?, 从 而 级 数 发 散 ， 


2635. 2 ， Ts 


解 考虑 级 数 >， 1 南 于 


]n: 一 
| 
1 
nz 工 jn sin 一 
] ln 一 
]nz| sin 一 
坦 
并 且 
lnsin 一 - SS 之 
Tim 一 | insinzr lin sinz 1 
同一 ae ln 了 盖 十 疾 tn 二 十 站 了 各 
站 
了 1 
故 nztsin ] 于 工 一 志 殉 ， 
好 


又 当 a 人 1 时 ,0<Inz 二 v 本 , 故 让 > 二. 由 于 执 数 
> 二 发 散 , 故 级 数 2 二 发 向 ,从 而 原 级 数 发 散 


2636，> (cos 生 ) 


本 一 


和 解 者 sa 一 0, 级 数 显然 发 散 ， 
若 as 和 关 0. 由 于 


呈 
-。 ， 
t 怠 马 
W Gn 一 | CDS 三 | 一 人 Im 
摘 


人 


-ol 
一 e” [一 瑟 +O | 上 | ]=e+O( 二 ) 


并 且 lim Vs = 。- 皇 一 1, 芍 级 数 六， 


站 
cos | 当 如 天 


0 时 收 伍 ， 
互 
2637. > ,ln 
nm] 人 吕 S 一 
习 折 元 
解 2 一 jn 
COS 一 
ch 元 一 cos 于 Ch 记 h 坟 一 sos 过 
-一 二 In 1 十 元 一 后 
0S 一 - COS 一 - 
盏 到 
交 
“ 
其 中 元 一 1 一 入 当 mc2 上 时 )， 
各 一 
出 于 
]; Ch 下 和 一 COST 和，， Ch 十 TSinr 和 er 
im 一 一 一]1m 一 一 一 一 一 
二 站 全 工 一 必 了 下 
| Tchrw 十 TcDsF 了 
工 - 一 必 巴 7 
故 得 lim 守 
访 


吕 Y 


一 一 一 -一 -一 


一- 一 一- 


ef 一 一 cos 一 
一 lim cos 二 ch 本 六 一 cos 扣 
机 一 *。 ln | 1 十 一 1 
-一 cogs 一 
大 
ch 一 一 cos 一 
一 itn * im ] 
”8 一 汪 一 七 rc 庆 
hh 玖 ch 达 一 con 所 
* litmmtin | 工 十 一 1 
= 抽 
cog 一 
好 
一 1 量 卫 ? 秋 1 一 区: ， 
但 = 
故 存在 常数 大 >>0, 有 | 1 | 雪上 (2 充分 大 )， 即 |ao| < 委 天 
广 


- 二 ,由 于 级 数 > 二 收 敏 , 故 原 级 数 收 诅 . 


2638. 了 -上 
解 
天 上 >| 地” ， 


型 ! 1 __ 
六 v 二 一 一 一 户 . 


但 愉 b. = 二 ai- 到 一 十 co( 当 一 co 时 ), 因 此 级 数 


7 


当 总 天 va 时 一 关 天 0, 且 当 # 充分 大 时 ,级 数 的 项 


不 变 号 , 故 当 @ 天 v 丈 时 ,级 数 2， 二 生 寺 人 | 发 
散 ， 
当 a 一 下 时 ,级 数 为 [一 C 二 全 关 ] .由 于 当 
"一 有 
《加 亲 一 《了 
了 一 言 (nb 一 lnc)?， 
训 


并 且 级 数 > 点 收 敏 , 故 级 数 > [一 全 二 < 六] 收 
繁 , 即 当 ce = v 本 时 , 原 级 救 收 伍 . 
2641. 2 Cr 一 1) 
解 ” 当 zz0 时 ,人 一 姑 一 1oo( 当 2 ce 时 ), 故 级 数 
发 散 . 
当 一 1 妇 a<0 时 ,由 于 


lnr 
ez 疝 一 1 


， da 一] 
1inmn 一 -一 一 1 
时 二 十 二 1 于 


二 加 | 工 


ln 1 1nr 
esi cl ”二 RTTI7? 
一 im as 一 一 一 


|al 


工业 十 5 工 
一 je， Fe 


- lmz 一 
一 lim ezpifln 一 2 下 一 十 2， 
了 一 十 op 


故 对 于 az, 一 如 一 1 当 >=cc 时 ， 有 
丰收 


困 此 ,存在 常数 下 0, 使 z. 并 , -证 ,但 当 al 过 1 时 ， 


级 数 > -十 发 散 ,从 而 当 一 1 <<a < 0 时 , 原 级 数 发 散 


当 a< 一 1 时 , 取 有 使 a<8 一 一 1, 于 是 |z| 伍 181 1， 


由 于 
lnz 
。 一 ， erET 一 站 
im im | 
地 18 下 1 
Inz | in 
em 一 | 人 | * NTT 
一 1ina Tt 
工 下 
天 
ix 如 Ln 蔗 1 1 
一 Jim er (| 育 | PP 而 一 [ ”FI) 
一 总 ， 
故 有 
名 了 0， 
才 j 面 


但 级 数 > -其 收 化 ,从 而 当 a 一 一 1 时 , 原 级 数 收敛 ， 
2042， Y [n 达 一 mn| sin 二 | ] 


解 au. 一 in 去 一 | sin 去 | , 显然 必须 了 设 4 闵 0. 因 若 x 
<0, 则 对 于 某 些 *,infsinna -7 可 能 无 意 艾 . 当 a=0 时 ， 
在 了 


aq. 一 一 lnsinl 一 常数 >0(0 一 1,.2，…) ,故此 时 级 数 发 
散 , 当 a>>0 时 ,将 mu 改写 为 


工 土 
2 一 In 一 ] 一 t|1 二 | 一 一 一 一 1 
Sin 一 Si -一 
王 
ain 主 
工 工 Te 
只“ 了 “ 
二 |- 一 一 1 al 十 | 了 1 。 
sin 一 si 一 
开 考 
由 于 
开 ” 之 1] 
| Sin 一 1 snD2 
工 一 一 了 六 . 
一 1imm 2 一 stny 一 lim 
ye isiny 0 
一 Him 二 一 c9s 一 [im sy 
和 和 34 下 眉 作 司 “ 
故 有 
a. _ 工 
LI 一 
加 2 


反而 得 知 ; 当 2o > 1 即 a > 去 时 ,级 数 Za. 收 生 ， 
而 当 2 女 1 即 云云 时 ,级 数 > ao. 发散 


2643. > acemtde era > 0)， 


解 C 一 -Cr+rm ， 当 好 一 1 时 ,显然 Ge 一 1， 
因而 级 数 发 散 . 当 ax 天 1 时 ,考虑 
丰 安 


1 


1n 二 
ER 一 { 公 十 clna7ylnc。 

利用 2615 题 的 续 果 (对 数 关 别 法 ?, 即 知 ; 

《17 当 c 一 0, 站 na>1, 即 ae 时 , 原 级 数 收 襄 ; 而 当 上 上 
=0 中 na 和 1, 即 ae 时 , 库 级 数 发 向 

《217 当 rc 天 Declnam0,RJ ce 时, 原 级 数 收 部 ;而 当 “ 
夫 0,clna<<0 即 e<1 时 , 原 级 数 发 散 . 

综 上 所 述 , 仅 当 c=0,ac>e 及 d>>1 时 , 原 绥 数 收 伍 ， 


下 本 


严 
2644. 了 本 JE 二 Di 0 僵 >. 
和 解 ”由 于 


瑟 2 


呈 in Ce 二 人 


圭一 各 避 o 


1 


再 
闻 庆 十 4 十 下 
SITEE 
1 1 
一 一 lim 一 一 一 


一 (1 十 生 + 十 之 Jr 


一 志和 
一 此 《十 ， 


故 当 a 十 pb2>1 时 ,级 数 收 敏 !; 而 当 e 十 ps1 时 ,级 数 发 
散 . 

2 Ta 十 1 

2645. 2 了 12 
__ roH+DID 

艇 “2 4 3 由 于 

人 as 二 1 《 拉 十 全 

te 《 扣 十 3)p(224 十 2) 


在 宁 


= [| 1+ 


亚 中 这 一 这 一 上 
好 十 立 ] 2 


一 司 二 | 
《 当 ?3 十 co 时 ) 儿 
于 是 由 2592 题 的 结论 知 原 级 数 收 伍 ， 


研究 级 数 yw, 的 收 化 性 ,其 通 项 如 下 ， 


共 二 了 
WwW 
1 十 区 


了 
2646.w 一 | 
解 ”由 于 
o<rw<| 二 :ae=v， 
且 级 数 > 2- 主 收 伊 , 故 级 数 yu 收 误 ， 
村 2 垣 四 二 
2647.w= 天 一. 
| ， 开 ] 十 4 
解 ”由 于 


作 < 四 ] = 
， LE 


且 级 数 > 市 收 敏 ,区 级 数 > "w, 收 做 


|es 


上 


2648. “一 | Ci Ar 


司机 -下 
和 解 由 于 
1 | 1 
三 一 一 一 zix 一 一 一 
OTDR sm zadr 一 CT>0， 


且 级 数 >) 二 二 发 散 , 放 级 数 2"v. 发 散 
2649.w 一 人。 下 dx 
64 


和 解 ”由 于 
D<case 


而 级 数 >)e- “” 是 收 伊 的 * ) , 故 级 数 > zu 收 短 ， 


* ) 事 实 上 ,lm2 一 im-2 二 一 0, 利 用 比较 判别 法 邵 


本 


获 证 . 
>sSin 
2650. wx 一 | > Sazdx 
解 ” 由 于 函数 sin?z 在 | 0, 开 | Ce>>2) 内 是 单调 增加 的 ， 
故 有 
siny 二 1 
和 SS ET 克 径 达 | 《好 2 2 


但 级 数 yw 一 收 化 , 故 级 数 yw 收 化 . 
D651 一 工 十 2 1 十 .十 m 1 


277 1 
解 ”由 于 
天 。 闻 | 一 ~ 下 
0 一 ws CTTr2 《rz 十 1)*f2n)y (十 1)JefC22] 


] 
< 70( 当 # 足够 大 )， 
且 级 数 > 7 二 一 1 六 收 敏 , 故 级 数 > )w 收 敏 


ln 中 
2652. = 和 


] 


解 ”首先 ,我 们 证 明 ; 当 we>> 2 时 ,级 数 Y\u, 收 化. 事实 


0<zwss 二 1， 
取 6>>0 司 "一 1 一 少 >1, 由 于 
1m2a 
las。 二 
嘎 < 一 1 本 
、 nz 
梧 
同 < 《C 为 正 的 常数 )， 


但 级 数 -5 收 黎 , 故 当 a > 2 时 ， 级 数 > 收 化 


其 次 ,我 们 证 明 : 当 ea 所 2 时 ,级 数 y\w。 发 散 . 事实 


上 , 当 : 充分 大 时 ,有 
> 一 下 ， 
持 提 


因为 当 1 过 r 安 m 时 ,(a 一 rr 一 1 之 0* 故 有 
站 -一 关 十 于) :站 关 。 
令 r 一 1, 得 1*，p 一 中 
r 一 2 得 2 一 172 
r 一 8 得 2 1 一 工 . 
连 缚 得 
右 丰 


了 了 或 71 Zr 王 ， 
利用 上 述 不 等 式 ， 站 


Ino 一 nz、 


让 一 2 入 全 二 0 { 当 器 六 ro 时 )， 
出 员 攻 台 。 必 
用 对 应 的 级 数 来 代替 叙 列 r,Ca 一 1,2) ,然后 研究 它 
们 的 收敛 性 , 设 : 
1 1 
一 1 二 -上 十 -一 2 vv. 
2653. 2 一 1 十 -让 下 2 
1 
下 十 1 一 二 mm 一 一 天 2 
解 -7 2 wz 十 1 十 
1 >”” 
wwTTT vvTI+Tv 
一 Y 刀 十 1 


”vvHTITCYR 二 1i 十 ww 天 
] 


VIARICOVRTI+ VD 


-加 


由 于 级 数 三 收敛 , 记 xs = 0, 故 


一 Y， (Pt 一 工 1 
当 * 一 cc 时 的 极 和 要 存在 , 即 叙 列 {zo 收 病 . 


Rn 《lnz) 
2654， 叶 m 人 瑞 放 和 
解 过 一 巴 一 村 


{Clnz72 一 [lnfr 一 1792 


用 7 


Cr 


一 ~- -一 奉 本 一 
mn ]mn[3( 一 1 


2 一 二 | 1 十 二 | [nl 1 一 | ] 


= 于 一 二 [ 革 二 +o| 韦 | ]fzmo 一 +ol 训 | 


- 皖 - 人 + 到 j-ol 双 


队 


考虑 级 数 > (z。 一 <，). 由 级 数 >* Ja? 的 收 化 性 可 知 


后 四 也 珀 一 电 


级 数 y1(z， 一 x_i) 收 和 伍 , 于 是 


了 一 辫 


< 工 w 一 RE 一 区 人 1 


是 中空 


当 二 一 co 时 的 极限 存在 , 即 拖 列 {z,)》 收 误 . 
2655. 棚 如 
(> 十， (6)+ 2 下 “; 


症 m】 


3 
(esS， [ 吉 二 1T， 


本 下 


人 10-5. 
解 (a) 余 项 Rn 一 Y， 误 < 阿 -1 


ae 下 +1 天 有 四 
_ Y， 1 _ -|- 革 
坟 呈 各 中] 下 一 1 六 二 


欲 精 确 到 10-*, 只 要 方 < 10-*, 邑 只 要 


(a) 余 项 Ruv 一 >》， cr. 仍 用 不 等 式 


生 四 由 十 ] 


生 
此 | >| 二 | 《 严 一 1 2 


则 有 
| e 2 一 | 碟 富 可 zm 一 ] 
Re < 2 2 一 1 和 了 
2 十 1 y， 
= | 区 午 ] 忆 | 天 | 
闻 1, 则 一 ， 
到 N> 1. 风 -e < 1 共有 
民 邓 各 十 1 ] 
,一 | 和] z 
2 十 1 
今 取 一 5, 则 有 
本 汉 相 四 _ 121 一 司 ,发 373 一 邱 
Ruv<| 辣 | 113.614s10 ” 大 10 ， 


即 此 级 数 取 叉 关 5 项 求 和 就 可 保证 精确 到 10”5. 


Y 2. 变 号 级 数 收效 性 的 判别 法 


二 级 数 的 绝对 收 吉 性 级 熬 


中 二 学 明 时 本 学 申 


a 《1)》 
称 为 绝对 收 徊 ,如 果 
> ea.| (2) 


收 策 . 这 时 级 数 > Yo, 也 收 敏 , 绝 对 政策 级 数 的 和 与 项 相 加 的 顺序 无 关 . 


要 确定 级 数 (1) 的 绝对 收 伍 性 ,只 须 把 对 于 同 号 级 数 收 敏 性 的 已 知 
7 修 


判别 法 应 用 于 级 数 (2) 就 通 了 . 
若 级 数 (1) 收 租 ,而 级 数 (2) 发 散 ,别称 级 数 (1) 为 条 件 收 徊 ( 非 弧 
对 收 人 各 ). 条 件 收 误 级 数 的 各 项 顺序 加 以 改变 后 可 使 其 和 等 于 任何 数 
( 效 曼 定理 )， 
2 厂 布 屁 葡 判别 法 交错 级 数 
晤 一 号 十 古 -…--， 十 《一 1) 区, 十 … 
(5 Be 0) 收 秀 (一 胃 说 来 , 非 饮 对 地 ), 若 (0) 吕 演 丽 (一 1,2 和 (6 
limz, 一 0. 在 这 种 情形 下 ,对 于 级 救 的 余 项 
玉 . 一 【一 135 十 《一 13"+1 本 | 十 
有 了 以 下 的 估计 
民 。 一 【一 TD 人 0 莹 站 所 二 
3* 亚 伯 耳 判别 法 级 狂 


旺 中 时 尝 二 电 


0 《3) 


收 化 , 若 D ,级 数 >'a. 收 敏 ,2 数 记 (一 1,2,:) 形成 一 单 调 并 有 界 的 
叙 列 . 
界 的 ;2) 当 a _* co 时 到 单调 地 趋 近 于 爸 . 
2656. 证 明 : 可 把 非 钨 对 收 仇 级 数 的 各 项 不 变更 其 顺序 而 分 群 
组 合 起 来 俺 所 得 的 新 级 数 弧 对 收 伍 . 
证 ” 设 级 数 >)a, 为 一 收 钱 而 非 绝 对 收效 的 级 数 . 利用 
哥 西 准则 , 即 知 ; 
对 于 给 定 的 所 一 去, 存在 Ni, 使 对 于 任意 自然 数 
py 有 


|aw + 十 “三 J| 十 下 | | < 了 


7 了 


一 -一 一 一 


对 于 给 定 的 ee 一 记 , 存 在 N:( 可 到 Ns>> Ni)， 使 对 


于 任意 目 然 数 反 扩 ,有 
|aw + 1 十 …* 十 呈 w 上 an |] <eo# 


对 于 给 定 的 s% 一 去 ,存在 Ne( 可 取 Ni> Ni) 使 


对 于 任意 自 然 数 9 有 
Jav hi 十 人 十 am rm |<eo。 


中 旦 哮 号 首 评 哩 者 和 和 站 再 二 对 
令 4 一 CI 十 2z 十 … 十 CA 9 
刀 : 一 全 n+ 十 1 十 Gar Te 十 Ga 让 


4 一 性 Nt1 十 Qi+s 十 六 十 wi+i 省 


昌 必 中 生平 由 志 电学 申 时 转学 导 半 理事 看 中 各 页 涡 时 二 吉事 末 硬 于 昌 


则 有 144 <a 一 去 他 一 1， 2， 且 闷 是 原 级 数 的 
各 项 不 变更 其 顺序 而 分 群 组 合 起 来 所 得 的 新 级 数 由 于 
Ye 一 六 7 


收 伍 , 故 级 数 >。 14,| 收 敏 , 即 级 数 4 绝对 收 敏 .证 
毕 . 
2657. 设 有 级 数 >,a-, 若 (ay 当 n 一 co 时 ,此 级 数 的 通 项 au 赵 


二 二 ] 


于 堆 ; (6) 由 组 合 已 给 级 数 的 各 项 但 不 变更 原 有 顺序 所 


得 的 某 一 级 教 > 4. 收 敏 ;(a) 在 项 4 = > ar(pP < 


7 了 


思 二 …) 中 相 加 项 w 的 数目 是 有 界 的 ,证 明 级 数 ya。 


是 收 伍 的 ， 
证 ” 设 4. 中 相 加 项 的 数目 不 超过 某 一 固 征 的 自然 烙 
zt* 旧 [ 

疡 1 一 由 让 (一 工 2). 


任 给 E 盖 0 考虑 8 = 于 > 由 a 一 0 当天 一 ce 
时 》, 故 奔 在 N" ,使 当 = 之 六 ' 时 ,有 


| ,| 必 . E1。 
再 由 >, 4.。 的 收 敏 性 知 ,存在 My 之 N ,使 当 # 交 Ni 及 
理 一 ] 
- 声 为 任意 自然 数 时 ,有 
14。 十 马 .，1 十 … 十 所。 | <e， 
今 取 和 一 w , 当 n 上 六 全 时 ,对 任意 自然 数 ,考察 小 ,一 
好 十 GTi 十 交 十 如 or 注意 每 一 个 全 1 必 属 于 某 一 个 人 4。， 
记 4. 内 各 项 2 元 素 的 集合 为 4., 即 知 : 当 ;i<7 时 , 若 
ac 4iqE4, 则 必 有 <4. 今 在 小 ,中 看 各 项 , 显然 o。 
E 4vwtr20), 再 看 以 后 香 项 , 便 有 
人. 一 再 十 war 十 …… 十 4wsrts 十 杏 
其 中 吾 一 ae 十 … 十 Gaw rrti 一 1 有 本 十 …… 十 
暗 帮 十 和 很 明 显 , 总 是 44w + 中 一 部 分 项 之 和 ， 吾 是 
4 ，，， 中 一 部 分 项 之 和 ,于 是 (注意 = 演 N3NiN ) 
| 号 | 委 (pw + 一 记 w rrD5I rel 
| 号 | 妇 (pw +r+r+2 一 户 w rrorlD)EISSWYEI 和 
ij4Aw 上 1 十 十 4w | < 
73 


2658. 


从 而 ( 当 z 裕 Nss 为 任何 自然 数 ) 
| 2， | 委 | | 十 14w 十 … 十 4wv 
十 | 吾 ' |< 近 (2 十 1 一 5 


根据 哥 西 收 伍 准 则 即 知 级 数 > 收 敏 .证 毕 ， 


证 明 ， 若 将 收 伍 级 数 的 各 项 重新 排列 ， 而 使 每 一 项 离开 
原 有 的 位 置 不 超过 斑 个 位 置 (m 为 预先 给 定 的 数 ), 则 
其 和 不 恋 ， 


证 设 原 收 全 级 数 为 > 'a., 当 然 有 lima。 一 0. 又 记 重 


1 二 +r 十 4 


排出 的 新 级 数 为 YY , 再 记 >1a, 的 前 N 项 部 分 和 为 


sy = ye, 记 Se, 的 前 N 项 部 分 和 为 cy = 》 6. 当 
然 有 lim Sv = 3. 今 证 ww 的 极限 也 存在 , 且 等 于 3， 


考察 xv 与 Sn 之 盖 
一 dr 一 晤 ww。 


任 给 e>0, 取 a 一 入 >0, 别 存在 Wi ,使 当 3 时 ,有 


7 各 


las1<e, 今 取 
十 2 


又 记 S* 内 各 au 项 元 素 集 合 为 Se, 记 m 内 各 扎 项 元 素 
集合 为 ct, 则 有 
> 一 ,可 一 六 ,an 
百 忆 on au 人 SN， 
今 八 al 查 起 ,看 aar,… 至 an 注意 每 一 个 局 定 重 排 


成 包 时 ,与 地 的 标号 差 不 超过 和. 因此 ,对 每 一 个 ww 总 
可 以 在 饭 的 前 后 各 不 超过 六 个 元 素 内 找到 一 个 一 党 
反 过 来 ,从 抽查 起 ,看 押 , 中 ,至 5 对 每 一 个 五 总 可 
以 在 sa 的 前 后 各 不 超过 送 个 元 素 内 找到 一 个 qu 一 咏 : 
但 也 可 能 且 只 有 那 种 可 能 :最 后 一 段 不 超过 zx 个 元 素 
的 ai 即 于 各 由 征 一 1 4 内 若干 个 元 束 可 能 被 迁 芭 
an 之 后 ,从 而 在 av 内 找 不 到 所 迁 元 素 , 但 个 数 ( 设 为 > 
个 ?不 超过 着 . 同样 ,也 有 可 能 最 后 一 段 不 超过 六 个 元 
素 的 刀 , 即 和 uvyow_ wew_w 之 内 若干 个 元 素 在 9。 内 找 
不 到 搬迁 元 素 , 但 个 数 5( 设 为 个 ?不 超过 六 .由 此 之 外 
均 有 对 应 的 所 迁 元 素 且 一 一 对 应 ,于 是 ， 
1 一 1 2 名 一 ao| 


相 局 aq 世 Sv 
忆 和 Sr 


扫 > 上 罗 | 十 |au| 
刁 。 抱 ay 归 后 JS 
5 术 S。 aa 二 ah 


< 3 十 HE 过: 手 且 十 斑 E 二 二， 
上 和 式 中 a。 的 下 标 天 浓 十 故人 > 故 |au| <E. 而 狐 的 
下 标 之 十 详 * 记 住户 由 某 2 搬迁 而 来 ,其 下 标 ;在 
2 的 前 后 距离 不 超过 拉 , 故 此 时 ;因而 此 时 121 一 
lai1<e 从 而 上 述 不 等 式 是 成 立 的 . 由 寝 限 定义 知 

Jo 一 0 
也 即 有 

7Z5 


jirnevr 一 limSnw 一 号 
用 - 一 0 一 


从 而 合 题 获 证 . 
的 收 策 性 并 求 它们 的 和 
3 
2659. 1 一 了 十 半 一 襄 十 ……。 
3 ,5 了 "一 1222 一 】 
解 轴 。 一 一 六 十 让 一 页 十 ” “十 长 一 工 ) 2 1 9 
1。_1_ 3 5 .ia2m 一 3 
王 S 一 阿 2 十 5 《 1 2 一 1 
二 (一 Dr 2 
二 面 丁 趟 枯 加 "得 
2 2 2 1 2 
了 3。 * 一 1 一定 殉 到 十 十 (一 1 rr 
2 一 上 
十 (一 1 公 
于 是 
3S, 一 2 一 2 十 写 一 喜 十 必 十 (一 De 


十 (一 1 2- 


] 1 塌 沪 加 
_I 十 (一 Dr 全 过 


CT 订 ”” 


〔 妆 共有 时 ) 9 
即 
lims。 一 大 . 
因 , 琶 必 二 其 和 为 二 . 


7 站 


2660， 1 十 太一 二 十 寺 二 十 芭 一 萄 十 入 
解 显然 该 级 数 绝对 收敛, 从 而 它 是 收 敏 的 , 记 其 和 为 
SS， 考 谨 一 个 特 天 的 和 各 
S。 一 | 1 十 去 十 志 十 … -十 到 5 


1 1 1 
4 和 + 到 
1 1 1 
Ce 苦 十 冀 十 十 
1 1 1 
_ 节 ,1 .- 节 1 .: 少 扣 
上 之 1 2 1 
二 次 一 克 "一 谢 
了 1 一 工 
加 1 1 2 和 5 入 
一 |1+ 2 点 | 1 ”14 二 
1 一 硕 1 一 交 
故 得 
_ 1 5 _ 1 地 
一 [mo 一 14 1 了 
1 剖 
1 


1 1 1 1 
2661.1 一 到 七 于 一 天 十 言 一 襄 十 … 
解 ”考虑 部 分 和 3。, 当天 一 2 时 ,有 
_ 一 了 到 一 于 -一 了 工 
S: 一 1 一 村 十 + 2 


-0 +… 十 下 一 [二 
-3 4 二 十 十 … 十 二 | 
Los chmre- 

7 了 7 


=ln2+ex 一 a=ln2+O| 于 | 

于 是 得 

jims> 一 In2. 
则 样 , 当 六 一 2a 十 1 时 ,也 有 

imSze 一 lim| 5 十 二 一 In2. 
故 有 

limSw 一 im2， 
即 原 级 数 收 租 ,其 和 为 上 2. 
*) 利用 146 题 的 结果 ， 


2662. 已 知 >' 一 1) -~ in2, 求 从 已 知 级 数 把 各 项 重 排 后 


地上 咖 | 


所 成 级 六 ， 

(91 十 村 一 去 士 去 十 二 一 开 十 … 

(9)1 一 序 一 荆 十 寺 一 去 一 二 十 

的 和 . 

解 〈a) 考 虑 部 分 和 3。. 当知 一 3z 时 ,有 

5 一 1 十 寺 一 立 十 二 十 寺 一 蔽 

一 ( 寺 十 二 十 … 十 过) 
-0 


7 曙 


2 二 
EN 
-让 

一 oo 一 了 一 去 aur (os 7) 


ee Sets 一 So 二 0| 寺 | 9 
当 "一 cc 时 ,它们 与 Sa 有 相同 的 极限 ,从 而 
limS- 一 羡 In2， 


即 原 级 数 收 伊 ,其 和 为 填 ln2 
<b63. 把 收 生 级 数 
一 《一 1 ys+1 
的 项 重 排 ,使 它 成 发 骨 的 
解 ”我 们 这 样 进行 重 排 , 先 取 两 个 正 项 ,然后 取 一 个 负 
项 ,得 


1 本 一 
1 十 一 二 一 一 一 十 一 一 十 十 一 一- 
了 1 
十 …- 十 十 (it ) 
Y 2 一 3 45T YY 


2O 


将 上 述 重 排 后 所 得 的 级 数 (1) 每 相 邻 三 项 结合 而 得 一 个 
新 级 数 ,如 果 它 发 散 , 当 然 上 述 重 排 后 所 得 的 级 数 也 发 
向 . 由 于 
1 1 1 1 
7 


故 有 
1 ] 2 
3 > 
1 _ YY2 
vv 
因而 
1 1 .1 
如 旭 浊 一 汪 天 一 2 
本 《 振 一 1 2 
和 一 3 | -发 故 级 数 


] | 
沁 RE vv 霹 | 
发 散 , 从 而 ， 重 诽 后 所 得 的 级 数 (i 也 发 散 


研究 变 号 级 数 的 收敛 性 : 
《一 1 
2664， 一 -六 一 一 . 


解 ”由 于 级 数 > 二 收 妆 , 故 原 级 数 绝对 收 化 ,从 而 也 
是 收 敏 的 . 


必 了 


2665. 忆 C 一 1 D"| 瑟 二 309] 


_， ， | 2 十 1001* 
解 oa.=( D| 3 十 ] } .由 于 


2 二 10O0 2 
= 32 十 1 一 3 全， 


下 原 级 数 人 对 收 全 扩 生 让 人 


2666. 1 十 卫 十 于 一 圭一 喜 一 言 十 本 十 二 十 十 一- 


和 解 将 此 级 每 相 邻 三 项 组 合 得 一 新 级 数 , 它 是 交错 有 
数 , 满 足 莱 布 尼 兹 判别 法 的 两 个 条 件 , 因 而 它 是 收 和 伍 的 . 
利用 2657 题 的 结果 , 即 知 原 级 数 收 伍 . 显然 此 级 数 仅 为 


lim |a.| 一 tm 
站 一 呈 


条 件 收 北 . 
2667. > 卫 一 ”sin x， 


解 ” 由 于 当 xz->cc 时 , 一 < 单调 下 降 趋 于 零 , 且 


再 开 


Sin 一 
二 ac 


下 让 、 刺 

Cos 一 一 DOsfH 十 一) 一 
一 出 2 雯 1 

2sim 工 sin 二 

呈 和 


为 有 界 的 , 故 按 迪 里 黑 里 判别 法 即 知 原 级 数 收 伍 . 
2668. (一 1)" am 


解 将 通 项 改写 为 
(一 D" sm 一 (一 1 二 十 (一 7"+1295 下 


显然 级 数 ( 一 1 六 序 : L- 收 伍 ， 下 面 证 明 级 数 


32 


AD 


和 (一 TD 2 也 收 伊 .事实 上 ,部 分 和 


上 
TCDOSZC 反 
Sy 一 之 (一 1 


纤 到 了 


朵 


YY， cos2n 52 2cosd4n 
一 


王 人 _ ES 《有 
得 级 数 袜 吕 天 及 六 哆 名 均 收 伍 ( 因 为 当 丰 -on 


时 ,去 单调 趋 于 零 , 且 
in(2# 十 1) 一 sinl| -1 
| 王 eos2| 一 2 魏 二 1， 
克 由 迪 里 墨 里 判别 法 即 获 证 ) , 记 它 们 的 和 分 别 为 SS 
及 SS , 则 当 太 一 ce 时 ,Sv 一 3 一 92 ， 即 级 数 
> (一 1 yn+1 CDS2 2 收 黎 . 从 而 原 级 数 羡 人 - 1y= San Sinzy 


收 伍 - 


2pby， 2 一 1 齐 六 十 100 100” 
解 〈 一 1 -到 +o 寺 二 
显 见 级 数 》\(-- 17》" -天 及 交 3 卫 均 收 黎 , 故 原 执 数 
2 (一 1 下 收敛 ， 

2670 (一 1 


Le 
-一 一 rm 站 IPT Te 一 一 


= 二 于 人 1)” 
4 


《一 1)” 一 ])" 1 
W 天 十 (一 1 W 1 十 《一 了 
-7 


《一 1 加 (一 1 1 

一 1 一 ~ 一 一 十 DO( 一 ) 
0 
《一 1)” 1 1 

一 一 一 站 
vv | 


由 于 级 数 >， 一 二 ] 及 志 子 均 收 敏 ， 而 级 数 2 7 二 一 发 
散 ， 由 原 级 下 及 汲 ” 
2671，> ,sinCr wz 十 三 ). 


和 解 sin(r v 殉 二 本 ) 一 sin[ ax /二 


Tri+ 押 +O| 直 也 让 


莽 辟 


=sin[ [az 十 二 5 二 0| 击 | 


La 


一 (一 ssin 到 +o| 点 有 


一 (一 1)" 和 开 2 二 0 二 | 


由 于 级 数 (一 1 鲜 条 件 收 策 , 乙 误 收 敏 , 故 原 级 
数 收 钱 ， 
2677， 了 二 2 一 


解 这 级 数 首先 出 现 三 个 负 项 ,之 后 出 现 五 个 亚 项 . 
如 此 下 去 ,车 将 这 些 相 邻 且 具 相同 符号 的 几 项 合并 成 
4 


一 项 , 则 所 得 的 新 级 多 为 一 交错 级 数 : 


习 D4 [天 二 Fi+ ETDz 


全 易 证 和 个 


站 一直 十 页 4 十 …- 


于 二 二 
4 项 
2 
CT 


[并 十 1 项 


事实 上 ， 开头 上 项 的 和 小 于 上 * 记 一 天 二 ,而 后 面 & 十 1 项 
的 和 小 于 ( 疏 十 1)。 2 一 二 ,所 以 整个 和 数 小 于 友 ， 
左面 的 不 等 式 可 由 整个 和 数 大 于 。 2 十 直 -+1) ， 


1 过 
证 二 1 一 站 T 而 得 - 

于 是 ,级 数 (1) 的 通 项 当 cc 时 和 赵 于 零 , 并 且 它 的 
绝对 值 单调 减 小 ,由 业 布 尼 兹 判别 法 即 知 级 数 (1) 收 
效 ， 

注意 , 原 级 数 的 部 分 和 恰好 包含 在 级 数 (1) 的 某 相 
邻 两 部 分 和 之 间 , 由 级 救 (1) 的 收 敏 性 知 此 两 相 邻 部 分 
和 趋 于 同一 极限 ， 国 此 原 级 歼 部 分 和 有 极限 ,从 而 原 级 


数 收 伍 。 品 然 》， | 一 号 | 妥 散 , 故 原 级 数 仅 为 条 
件 收 伍 ， 
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《一 17” 
2673. 
2 


解 由 于 lim yz 一 1, 即 通 项 不 趋 于 零 , 故 级 数 发 散 ， 
2674. 证 明 : 若 
limz| 六 一] >0， 

则 交错 级 教 和 一 本 十 于 一 呈 十 …… 十 (一 1 坟 十 [人 > 
07 收 伍 . 
证 设 jimz| 总 -一 1| ~ 4, 我 们 取 s>0, 使 得 4 一 
>0, 则 存在 自然 数 N ,使 当 "之 N 时 ,有 

的 
或 

t<1 


因此 当 之 六 时 沁 2 +15 即 单调 下 降 - 
下 画 证 明 lim 刀 一 9. 事实 上 ,利用 2606 题 的 结果 即 知 


1 
%. 一 “| 二 | 四 


例如 ， 取 e 一 信 , 于 是 , 当 开 一 cx 时 ， 有 疡 一 站 


妃 
局 + ] 


全 二 


因此 ， 交 销 级 数 2 一 1 区 收 黎 . 
研究 下 列 级 孝 的 绝对 收敛 性 和 条 件 收 敏 性， 
2675. 作 ， 《1 


解 当 2<0 时 ,由 于 和 > 十 co, 故 级 数 发 散 . 
当 六 一 0 时 ,由 于 汪 ?一 1, 故 级 数 也 发 散 ， 
386 


1 am 一 -一 一--. .一 


当 D0< 产 扫 1 时 ,由 于 aa 且 a, 一 以 其 中 
= 六) ,故此 交错 级 数 收 伍 ; 然 当 0< 户 所 1 时 ,级 数 


己 去 发 散 ,故此 时 级 数 之 ) < 一, 扩 - 仅 为 条 件 收 线 
当 > 1 时 , 由 于 级 数 卡 收敛 , 故 级 数 > 
熏 区 一 绝对 收 伍 . 


2676. 一 1 


为 到 上 十 六 


解 ”首先 研究 此 级 数 当 这 为 何 值 时 绝对 收 生 , 由 于 
1 


ap 


jinmna 一 目 
了 一 和 它 sy 工 可 一 ms 史 


扫 上 
且 当 祖 > 1 时 级 数 二 收 敏 , 故 当 户 > 1 时 ,级 数 
二 绝对 收 化. 


当 训 委 0 时 , 原 级 数 显然 发 散 . 
下 面 研究 当 0< 王 户 委 1 时 原 级 数 的 收敛 性 ,将 通 项 


(一 1 < 一 1)n 
改写 成 ” 允 “7 由 于 级 数 >，m 当 
0 瑟 志 所 1 时 条 侍 收 敏 ,而 叙 列 一 为 一 单调 上 升 且 趋 


7 


于 工 的 叙 列 ， 故 由 亚 伯 耳 判别 法 邑 知 级 数 之) 一 一 D 


0#+ 寺 


&7 


收 化. 但 因 级 救 ) - 并 当 0 扫 户 所 1 时 发 散 , 故 当 


0 去 疡 委 ]1 时 ， 原 级 数 仅 为 条 件 收 和 
2677. > mn[1 十 和] 

(一 DC 一 1 
解 ln[1+ 站 ]= 7 一 元 
考虑 级 数 
0G)>， 2 二， 访 ,(3) 过 -5 


显然 当 训 >1 时 ,级 数 (1),f2) 3) 均 绝对 收 训 ， 
故 当 z>1 时 , 原 级 数 绝 对 收 询 . 


十 O() 


当 六 <<cp<1 时 ,级 数 (1) 条 件 收敛 ,级 数 (2)? 及 (3) 


人 收 角 这 当 二 cp 时 原 级 数 条 件 收敛 
当 #<So 时 ,由于 通 项 不 趋 于 零 , 故 原 级 教改 艇 
最 后 , 设 0 一 PP 去 计 - 令 1z 是 满足 


Pi 轧 S1<《zz 十 17 记 
的 叭 一 正 整数 (显然 普 之 2). 我 们 有 
b+ 和 近 汪 ] 一 拓 二 一 二 . 访 


二 二 1 二 十 ( 一 Dr 
1 (一 TD” 1 
二 +o| an 


若 za 为 偶数 , 则 由 于 交 销 级 数 >) (一 4， 


如 8 


"aa .mm 一 -一 一 一 -. 一 


V al32e 或 lo 六 ol1， 
上 式 表 明 , 当 开 一 时 ,aa， 并 非 赴 于 零 , 砚 此 时 原 级 教 
发 散 . 
2679，>) 2 
解 ” 当 xz 为 负 整 数 时 ,级 数 显 然 无 意义 . 
当 zx 不 为 负 整数 时 ,此 交错 级 数 满足 莱 布 尼 效 判 


别 法 的 条 件 , 故 它 是 收 北 的 但 因 >， -发 散 , 故 原 


级 数 当 x 不 为 负 整 数 时 仅 为 条 件 收 丝 
忆 《一 13 

2680 疡 责 二 C 了 TT7 
解 一 1 【一 2 


TD (+ 


-于 了 [1- 刀 于 D Ho0DD)] 


一 二 才 一 -十 DC 


闻 此 ip 7 


当 0< 一 p 过 1 时 ， 二 二 症 一 六 条 件 收 八 ，， -及 


定 二 请 十 绝对 收 笋 , 故 级 数 >。 可 当 站 < 疡 


< 1 时 条 件 收 策 . 
当 疡 >1 时 ,由 下 全 57 一 (十 ) 即 知 震级 数 绝 
对 收敛 . 


当 p<0 时 , 通 项 不 趋 于 零 , 原 级 数 显然 发 散 . 


30 


与 《一 1” 


和 解 由 于 
(一 1 -二 2 (一 1 
二 一 -一 一 二 -一 一 1 十 -一 一 一 一 | . 
fw 天 十 (一 1D 9D2 人 Y 和 ] 
《一 1 埠 1 
-和 人 《1 7) 


故 原 级 数 当 户 2 时 绝对 收 伍 :而 当 关 委 0 时 原 级 数 显 
然 发 散 . 下 面 我 们 再 来 研究 当 0< ps2 时 原 级 数 的 收 
效 性 . 

当 1<2p 科 ?时 ， 由 (1) 式 第 一 项 组 成 的 级 数 


定 二 人 一 1 条 件 收 敏 ,而 由 第 二 项 ,第 三 项 组 成 的 级 


0 故此 时 原 级 数 条 和 件 收 伍 ， 
当 0< 记 过 1 时 ,由 第 一 项 及 第 三 项 组 成 的 级 教 收 效 ， 
但 由 第 二 项 组 成 的 级 数 发 散 ,故此 时 原 级 数 发 散 . 


2682. 二 一 一 二 
"1 的 一 
十 
并 开 折 邢 _1 
号 上 于 号 呈 王 sin 于 
He 十 Sin 的 fm | 十 二 


引 1 


934 


当 22 >1 即 户 > 去 时 ,由 第 二 项 及 第 三 项 所 组 成 的 级 
in 2 
怠 1t 了 1 


二 ,由 了 四 声 一 0 


数 均 收 妆 ,而 对 于 级 数 >， 


单调 减 小 ,又 
而 
他 .si 到 3 


全 马 


么 -二 ， 


5 有 三 
名 


cos (并 十 二 村 


， 而 
2S8 雪 吉 


故 由 迪 里 黑 里 判 列 法 知 它 是 收 全 的 - 从 而 当 #>> 疙 时 ， 


。 喷 | 。 2 天 贡 

St 号 1 玫 1 cos 7 

原 组 数 收 误 . 又 固 冯 亲人 
理光 


1 | 2 


振 闻 


。 ”时 
msimn 一 
卫 << 户 所 1 时 ,级 数 >， | 村 发 散 , 从 而 此 时 原 级 
数 条 件 收 误 . 
SI1n 二 ] 
当 户 站 时 ,由 一 人 =OCz 即 知 原 级 数 绝 
天 一 Si 元 
对 收 误 . 
当 关 委 0 时, 穆 级 数 显然 发 散 . 


SI 了 SI” 一 一 68 一 
2 一 一 一 -一 


1 二 了 1 


2683. 


2084. 


> 赴 六 发 散 ， 而 立 一 7 有 收 敏 ， 做 级 数 立 一 


十 
Si 一 一 


APeDh 


散 , 从 而 级 数 之 ) 一 5 发散. 再 仿 2677 题 0 一 少 二 于 
情形 之 证 ， 即 易 因原 级 玫 八 敌 


总 
解 ” 通 项 为 
oa 一 (一 1 II 疝 天 
一 (一 1) 关 二 [1+0( 寺 中 
一 [可 


显然 > 下 下 二 绝对 收 伍 ， 而 ， 霹 守 条 件 收 敏 , 故 原 
颁 灼 条件 收入 
六 (as 


时 = 下 


解 人 
< 有 一 说 功 
> 一] 宛 |= > 4 2 


朋 亚 二 


和 直 于 


《好 十 1710% 


各 十 


=lim 了 (1 十 填 )im 一 去 <<1， 


lim 
同 一 辐 -ID 


放 原 级 数 钨 对 收 生 
巧 了 


。 ， Inm -Inn 
linpars w 为 一 limex 一 如一 如 一 1 
AS 


从 而 知 通 项 .一 ~ 二 当 a n~>co 时 并 不 趋 于 零 , 故 原 


级 数 发 散 ， 


2686. > ) - 


_ cos 74 人 已 引 下 十 了 J 人 7 
二 12 ， 
人 2stn 724 
] 
sin 所 
12 
有 畴 , 故 级 数 收 就 
但 是 
，” 间 理 sin3 ?2 1 一 上 os 区 
Si 17 | -> 2 分 
[ ” lnan 疝 FE 
了 姑 
天 开 
1 ”6 


Da 2inz ， 
s 


而 级 数 盖 记 发 散 ， 豚 数 站 这 > 收 熏 , 故 级 数 


9 


1 发 散 , 从 而 , 原 级 数 仅 为 条 件 收 训 . 


《一 1 "1 四 “" 


衬 一 全 全 


20687 


解 DA 显然 4 中 


的 元 素 * 满足 
2 CH1 2 


于 是 4, 中 元 素 的 个 数 为 2 十 1. 考虑 ， 


(一 1)5 7 


当 疡 0 时 ,有 


人 十 1 


wa 站 
t 
本 > 一 ci 二 | 
1 
(CC 十 1 十 型 十 1 
1 
EC 二 13 十 旭 十 2 


_ 六 [C 十 1) 十 3 一 (十 3 
( 开 十 人 5 人 十 1 十 3]7 


95 


了 m 自 


[CC 十 拓 十 到 十 1 


1 
CC 十 十 下 十 29 
考虑 函数 FrzD) 一 屏 (r 人 1) 当 >o20 时 ,由 微分 学 中 
值 公式 ,有 
入 一 才 一 下 (一 外 一) 


其 中 y<e<7. 
于 是 , 令 r 一 2p 工 一 YG 十 1 开 十 yy 一 下 十 了， 
则 当 包 > 祁 时 ,有 


E 人 十 1 入 十 一 (天 十 2 
一 (Y 信 十 1 入 十 5 名 一 5 YY 下 十 ?7 名 
六 ，(v 开 十 92 TV GE 十 ]5 十 5 一 V 下 十 5】 


_ 2 十 1 
一 2 六 (vv 人 十 5 人 1 一 人 
WwW 人 十 1 斌 十 十 天 十 了 


、22pl2*-1C2L 十 1) 
量 
2 v 严 十 4 十 ] 


从 而 当 户 > 冯 时 ,有 


e2 -CHI 
( 刀 十 4 十 1)2 村 人 十 条 十 2 


下 


2722-042 十 [十 十 ) 
3 一 
(于 十 和 十 1)2- 委 
(十 4 十 1 打 译 


纪 砾 T | . 
1 (2 十 4 十 于 ) 


由于 25>>1, 而 
96 


1 CE 二 4 二 - 
一 +12z-1(P 十 [十 工 于) 
砚 当 上 充分 大 时 和 
于 是 存在 赂 ,使 当 20 时 ,是 单调 下 降 的 地 列 . 区 
当 # 和 4y 训 0 时 有 
1 1 -1 
CE 二 1 这 志 产科 机 ， 
故 
2 十 1] -2 十 1 
好 十 1 和 


上 述 不 等 式 说 明 , 当 久 > 二 时 ,zw 是 单调 下 降 且 趋 于 夫 
的 阁 列 ( 当 [一 十 ce) ,从而 知 级 数 


Se = 一 > (一 1 3: 
是 一 个 收 笋 级 数 . 显然 当 二 一 记 <1 时 ,级 数 2 仅 为 


条 件 收 竹 . 当 P>1 时 ,级 数 > )w 绝对 收 仇 . 当 P 尽 二 
时 ,级 数 >)w 发 散 


《一 3 


现在 看 原 级 数 >)o. ,其 中 心 于 27 . 记 其 
部 分 和 为 Sv= >va., 又 记 Y'u. 的 部 分 和 为 ww = 


>\w,. 那 末 任 意 一 个 部 分 和 Sw 均 被 包含 在 菜 相 邻 两 


个 部 分 和 mw 与 cuw+t 之 间 , 即 有 
97 


2688.， > ， 


四 -me 


958 


1Sx 一 ar[ 委 |ouw+l 一 aoc|. 


注意 , 当 六 <p<1l 时 ，> )w。 条 件 收 敏 ,而 当 2>1 


时 ，y、\u, 绝对 收 敏 , 此 时 记 其 和 为 x, 则 有 
Un aw 一 a。 
因此 ， 


和 se- 和 or 
也 即 Y*o. 与 Yu。 有 间 样 的 收 敏 结论 . 从 而 当 
二 <p<1 时 , 原 级 数 Ze. 条 件 收 租 ; 当 户 >1 时 绝对 


收 敏 , 当 妇 时 发 散 ( 否 则 这 时 的 2 收 伍 ) ,其 中 
当 关 =1 时 就 是 2672 题 . 
SS 一 10 


摊 


中 一 】 


解 ” 记 .= (一 2 一 .为 研究 级 数 >)a. 的 收 敏 性 ， 


我 们 引进 集合 
4 一 人 | [ln 一 上 (人 一 1， 2，…)， 

那 末 集合 4x 内 的 元 素 关 具有 性 质 

下 之 -inz<w 十 1， 
或 写成 

ea<e， 
其 个 数 痰 一 [Ce 一 1)e9， 将 4 内 的 元 素 从 小 到 大 排列 ， 
可 记 为 


一 


2 加 689 


2690， 


=- lu 一 oo 全 一 2e>e 也 ) 


(1) 式 与 (2? 式 矛盾 . 因而 级 数 >,a. 发 散 . 
< iTI。3。5f2n 一 17 
之 (一 1) 2 ，4。6.， 2 ] 
| “2 一) 
解 设 x 一 (一 1 生 过 * 4， 2 2] 
当 记 委 0 时 ,显然 |a| 之 1, 故 a, 不 赵 于 零 ( 当 a 一 


c) ,因而 级 数 Y va。 发 散 . 


当 0< 妇 2 时 , 记 a 一 《一 1 0120, 其 中 
1L> 3(22 一 1 
2 二 "对 


ae 六 一 瑟 (Cn 一 1,2，)， 
且 有 ( 见 第 10 题 的 不 等 式 ) 


0<5<| -二 本 0 ( 当 mn 一 ~c2 时 ) ， 
故 由 药 布 尼 兹 判别 法 即 知 级 数 Yo. 收 敏 .但 由 2598 


题 的 结束 知 , 当 0<<p 民 2 时 ,级 数 2 |a.| 发 散 . 于 是 ， 
当 0<p<2 时 , 原 级 数 条 件 收 误 . 

当 思 >2 时 ,由 2598 题 的 铺 果 知 ， 原 级 获 绝 对 收 
将 . 


0 三 血 二 
> 六 1 = 号 1 并 
辣 四 


坤 二 ] 


2091. 


解 记 a 一 二 ,b, 一 sinn 昌 simze， 显然 {a.} 单 调 下 降 
赵 于 零 , 且 
轴 
3 于 ceosnor 一 D 一 cosaGe 二 TD 


一 于 Ccoso 一 cosNCN+D] < ， 
有 界 (CV 一 1,2,…), 故 由 迪 里 暴 里 判别 法 知 级 数 收 伊 ， 


> Sinyz2， 


解 我们 即将 指出 sinr: 当 #>ooe 时 并 不 赵 于 零 , 因 
而 级 数 > ,sinzs 发 散 . 现 用 反 证 法 ,假设 


于 吓 = | 
limsiny 一 ， 
于 是 ,sin2zfaz2 一 ff 当 -co 时 7), 由 sin2(za2 十 cos ) 
一 1 知 cos 一 1 当 一 c 时 ). 由 于 
sin(# 十 172 一 Sinfz2 十 22 十 17) 
一 sinazeosf2m 十] 7 十 cosre2sint2m 十 17， 
故 
COS2《7z Sin2f 2 十 1》 
一 fsin (mn 十 1) 半 一 Sinxteosf 2 十 172， 
让 nm 一 co ,注意 sina 一 0, 于 是 ,由 
sin 十 132 一 站 下 cosfoz27 一 >】. 
便 有 sin2(2a 十 130, 因 此 sin(2nz 二 1) 一 0. 同 理 
可 得 sin(2n 一 1)-=>0( 当 mco). 又 从 
sinf218 十 1) 十 sink2n 一 1 一 2sin2rrcosl 
若 还 有 sin2xz 一 0f 当 mm 一 cc 时 )， 即 有 
sinza 一 0 【〈 当 mm 一 co 时). 
了 昌 了 


所 而 也 有 sipn 坟 一 0 及 cos 知 一 1 但 

Sintf# 十 1 一 sinmcosl 十 cosrxsin1， 
或 写成 

coszrsin21 一 [sindx 十 17 一 Sinreos17]2， 
让 2a 一 cc 于 上 式 的 两 端 取 极 限 , 并 注意 到 sinz1 天 0， 
cos 汪 从 而 产生 闫 冰 为 sinml 而 右 端 为 零 的 了 矛盾 . 四 
此 ,假设 

[insinn 一 必 


不 真 , 即 原 命题 sinmzze>0( 当 cc 时 ) 成 立 . 因此 ,级 数 


人 > sinza 发 艇 . 
本 本 二 
2092. 设 
Rez) _ 于 十 aazy 十 十 Ge 


多 到 十 证 导 十 
为 有 理 函 数 : 式 中 0 天 Da50 爱 当 六 2 时 ， 
| 名 妇 十 页 2 十 十 页 | 站 
研究 级 数 > (一 1)" 民 (mn) 


惠 富 晴 记 


的 绝对 收 敏 性 和 杂 件 收敛 性 . 
解 ”首先 考虑 绝对 收 伍 性 . 

当 4 一 2 即 当 9>>z 如 十 1 时 ,由 于 

G6 十 GH 大 ”中 和 十 碌 2 着 
7 一 十 外-2i 十 …… 十 及 - 
12 | 

| 疝 | 


而 > 志 - 收 敏 , 故 级 数 了 (一 1)"RCn) 绝对 收 伍 


了 DZ 


| 及 (7) | 一 


2693. 


如 94. 


当 9< 扫 疡 十 1 时 ,级 数 之 。 |RCa) 1 发 散 . 


但 当 P<g 时 ,一 1) 民 OnD 一 (一 1) 坟 二 7 
容易 验证 原 级 数 符合 革 布 尼 北 判别 法 的 条 件 , 故 当 
p<9 安 如 十 1 时 ,级 数 Y'(- iD)"RCa) 条 件 收 伊 . 


埋 字 对 


当 pq 时, 显 见 民 (一 0( 当 2 一 ce 时 ), 故 级 数 
之 1)"RCa) 发 散 ， 


研究 下 列 信 数 的 收 二 性， 
去 一 去 十 去 一 二 十 击 一 十 十 
解 当 ouoa 时 ， 虽然 级 数 绝对 收 乱 . 

当 0<z 一 gs1 时 ,显然 级 数 并 非 绝对 收 租 , 但 由 
莱 布 尼 兹 判别 法 知 级 数 收 笋 .因此 , 当 0 一 5 一 9s 穴 1 时 ， 
级 数 条 件 收 伍 ， 

当 户 .9 中 有 一 个 小 于 或 等 于 零 时 ,由 于 通 项 不 趋 
于 零 ( 当 2 和 
1 十 训 一 方 十 志 十 六 一 证 十 …… 
解 ” 妆 2 时 ,由 于 原 级 数 是 由 绝对 收 仇 的 级 数 
袜 (- D-: 二 交换 项 数 重 排 而 得 来 的 ,因此 它 也 是 绝 
对 收 误 的 .正面 我 们 再 讨论 条 件 收 误 性 . 


当 D<p<1 时 ,考虑 级 数 》\w ,其 中 


1 1 
一 7 本 二 3 十 【年 玉 一 1 77 2 
了 站 党 


2695. 


J04 


Gd)zG1 一 立 )” 《44#) (CT 工 一 二 


cr 基 nr 人 rod 


一 [人 7 


一 ZE[2 二 去 十 O( 训 5)] 一 


__ 1 和 
CC 1 十 7 


十 DC)， (1) 
出 第 一 项 组 成 的 级 数 发 散 到 十 ,而 由 其 余 各 项 分 别 
组 成 的 级 数 均 收效 .因此 ， 人 ia 发 艇 ， 易 证 原 级 数 与 


7 


级 数 > \w 同时 收敛 或 同时 发 散 ( 这 可 用 部 分 和 作 比 较 
而 得 ) ,从 而 当 0<p<t 时 , 原 级 数 发 向 
当 p 一 1 时,(1) 式 第 一 项 为 零 , 而 由 第 二 项 及 第 三 项 

分 别 组 成 的 级 数 显然 收 敏 , 故 当 一 1 时 , 原 级 数 收 伍 ， 
并 且 显 然 不 是 绝对 收 伍 的 , 即 原 级 数 条 件 收 熏 . 

当 Po 时 ,后 级 吉星 然 发 . 

1 卫 1 
1 十 部 一 节 十 六 十 开 一 闲 十 六 十 一 


床 十 


解 吻 证 原 级 数 与 级 数 盖 )w, 同时 收 敏 或 同时 发 类 ,其 
中 

1L 1 
5 (区 二 17 
5azC2 十 十 O( 访 六 


一 芳 CT 


2609%. 


-1lL .1 
《2zz)P (1 一 圭 


1 尼 一 了 
一 剑 7 一 1 十 部 ( 攻 一 本? 
。 -二 OCT Cl1) 


当 户 >>1 时 ,级 数 显 然 绝对 收 毅 ， 

当 0<zp<1 时 , 册 517 式 第 一 项 组 成 的 级 数 发 散 ， 
而 册 51) 式 第 二 项 及 第 三 项 所 分 别 组 成 的 级 数 均 收 伍 ， 
因此 ， QZ 发 散 . 从 而 当 0< 一 请 < 1 时 , 原 级 数 发 散 . 

当 # 一 1 时 , 原 级 数 条 件 收 伍 . 事实 上 ,此 时 41) 式 
中 第 一 项 及 第 二 项 均 为 等 ,而 由 第 三 项 所 组 成 的 级 数 
收 笋 , 放 > tc 收 黎 ,从 而 原 级 数 收 黎 . 但 级 数 

1 -111 ti 1 1 
1 十 于 十 1 十 二 十 了 十 言 十 育 十 行 十 言 十 光 

站 发 散 的 . 

当 pp<0 时 , 原 豚 数 显 然 发 散 . 
解 当 ?>109> 1 时 , 记 4=min(pa) 盖 1. 由 于 统 数 

并 二 二 二 上 十 工 二 二 十 工 十 
1 十 部 - 床 十 记 十 高 十 床 十 刘 寸 床 十 床 十 《1) 
的 前 N 页 部 分 和 Sn 有 

盾 时 
"wxS ， 起 一 2 志 < 二 oo， 
故 1{Sw} 单 调 - 升 卫 有 界 , 从 而 lim 3v 存在 . 于 是 , 原 和 
数 当 疡 症 1 + 站 时 绝对 收效 . 
105 


ee 


当 0<< 户 一 2 由 于 级 数 (17? 的 Swv 有 


上 是 一 上 


下 了 原 级 妆 并 不 如 对 机 训 但 当 0<pa 一 9 守 1 时 ,可 考虑 
级 数 (1 一 思 ) 十 2 ,其 中 


LT 1 a . 
tk 《3 SELL1T 《3 十 全) 
1 _ 上、 
一 [一 (二 就) 


I 1 _ 
二 7 人 一 和 十 防 TD 


一 [去 +O( 训 )] 


1 TY 站 mr 
《HT 


一 十 OCT 


一 1 有 十 7 十] 1 


二 : 


因此 ,显然 Yu 收 敏 . 易 证 原 级 数 与 级 数 (1 一 艺 ) 二 


六 ws 同时 收 敏 或 同时 发 向. 因而 原 级 数 寺 0 < 请 一 4 


过 1 时 条 件 收盘 . 
当 户 ,9 中 有 一 个 小 于 或 等 于 零 和 , 原 级 数 显然 发 


散 . 
恕 97 证明: 级 数 
Ca)sinz 十 2 径 十 十 2 十， 


TO6 


2098. 


《57Ccos 十 2 人 十 So 和 十 … 


在 区 他 50,z) 内 不 绝对 收 敏 ， 


Sjmiz. 工 


sin2p 并 一 COs2rz 
证 《a? 全 让 一 2 
1 cos2nx 
之 了 2 


由 于 ) 去 -发散 到 十 co , 字 2 收 化 (这 是 因为 去 


单调 赵 于 零 , 且 Seosgnz 有 界 , 故 由 迪 里 黑 里 判别 法 
即 获 证 ?, 故 级 数 


号 所 耻 二 
关 


证 


在 (0 内 发 散 . 至 于 原 级 数 的 收 兽 性 是 显然 的 . 因此 ， 
原 级 数 在 (0, 和 内 仅 为 条 件 收 语 . 
《5) 可 用 (Ca)? 的 方法 证 明 ,. 事实 上 ,由 


字 
居心 S 抽 直 帮 避 呈 花 . 直 1 七 个 号 也 拓 王 


娩 马 给 了 认 
即 知 级 数 
一 、| COs 扩 
乙 | 了 不 
在 (0, 允 内 发 散 . 至 于 原 级 数 的 收 散 性 是 显然 的 . 
国 此 ,原委 数 在 (0,) 内 仙 为 条 御 收 敦 ， 


对 于 级 数 


所 3 站 雪夫 涉 二 1 有 了 工 
昌 一 一 《0 < 二 -< 杂 ) 
> 下 天 


对 全 体 参 数 (zz) 定 出 ， L 旭 对 收 生 二 《6) 非 第 对 收 
误 域 . 
107 


JD5 


解 ” 当 上 >1 时 ,出 于 


心 DS 再 三 1 
弄 | 和 户 “ 


号 1 站 理工 
了 


是 >) 点 收 并 , 故 这 两 个 级 数 当 户 > 1 时 ,对 于 (oO,z 内 
任 一 开 值 均 绝 对 收 鳃 ， 
当 0 忆 户 所 1 时 ,由 于 上 单调 下 降 趋 于 零 , 且 部 分 


< [0<r<r]， 


和 这 "cosnz 及 > ,sinmz 的 有 界 40< 近 工 所 严 )， 故 由 迪 里 


黑 里 判别 法 知 两 级 数 均 收 伍 . 但 绝对 值 组 成 的 级 数 均 
发 散 , 事 实 上 ， 


站 心 号 宇 刘 汪 1 心 全 E 立 和 天 
sos | > 人 人 下 一 一 二 门生 证， 
了 主 


~Sin- 扼 二 1 工 办 号 立 天 工 
一 ”一 六 一 多 
= 2 2 


S1T 和 .全 
更 产 


而 2 二 当 0 一 疡 二 1 时 发 表 到 十 =， so822 当 
0 二 户 志 1 时 收 化 ， 故 级 数 


冀 Je es 冀 Ja [es 
当 0<z 安 1 时 均 发 因此 , 当 0< 疡 <S1 时 ,对 于 (0:m) 
内 任 一 二 值 , 绥 数 ， 
CDOSH 二 < Si 
多 
均 为 条 件 疏 铝 ， 
当 关 <0 时 ,两 级 数 显然 发 散 . 
总 之 , 当 0<xz<z 时 ,两 级 数 的 ,a7? 绝 对 收 敏 域 为 
户 >>]15f6) 条 件 收 伍 域 为 0< ps|， 


2700. 


了 IO 


十 站 公 二 区 人 二 四 


好 上 这 
到 对 数 ,有 
lna。 -- ma 十 旦 )》 一 ( 户 十 jna 


时 站 1 
一 之 ) 委 二 ZIO( 庆 ) 一 人 十 9ln 
一 和 nn 十 条 十 名 十 D( 二 ?一 nn 一 snn 


一 pr+ATO| 二] 一 引 nz 一 一 ce 
《 当 十 cc 时 >， 
其 中 -及 4i: 为 某 些 党 数 ,从 而 知 lima=0. 由 莱 布 尼 获 


判别 法 知 之 (一 1 ta 收 禹 . 因此 , 当 关 <g< 委 训 十 1 
时 , 原 级 数 条 件 收 化 . 
当 ?一 疡 时 ,有 
Ia 一 Ar 十 4 十 D( 二 )->pr 十 4( 当 meo 时 )， 
也 即 limeo 一 c 5 关 0, 原 级 数 发 散 . 
当 < 六 时 ,对 于 足 吏 大 的 有 av<ar，* 可 见 通 项 
也 不 趋 于 零 , 故 原 级 数 也 发 艇 ， 
总 之 ,Ca) 级 数 的 忽 对 收 侣 域 为 g 盖 户 十 1 
《6) 级 数 的 条 件 收 化 域 为 P<g 扫 乡 十 1， 
镀 究 级 数 
21(，) 


的 收 敏 性 ,其 中 (7 ) 一 开 天 一 1 一 十 卫 


果 


一 一 .一 一 一 一 


解 记 a.=(…), 有 
| 5 十 ! 


一 时 
=|a+z)[I++oG)]| 
再 天 幸 
这 十 1 
再 


三 
弹 m 一 1 


一 1 十 十 O( 坊 )， 
胡 由 高 斯 判别 法 知 : 当 六 +1>1 即 当 产 全 0 时 ,级 数 
绝对 收 笋 , 汝 所 0 时 ,> ,fao| 发 散 . 至 于 当 mm= 一 0 时 ， 


哇 四 | 


级 数 每 一 项 为 霉 , 国 此 ,级 数 显然 饮 对 收敛 . 
下 面 我 们 证 明 : 当 一 1<m<0 时 ,级 数 收 笋 , 从 而 
知 级 数 条 件 收 伍 ， 事实 上 , 当 足 表 大 之 后 , 易 见 


之 人 | 为 交错 级 数 .又 因 一 1<m<0, 故 | 2 下 


十 1 


它 等 价 于 la:ri|<la.|， 这 表明 级 数 > 的 通 项 的 牧 


对 值 是 单调 减少 的 . 现在 再 证 明 lim |a,| 一 0， 为 此 , 取 对 
数 , 有 


Jnla,| 一 ja 


yo 一 Jesgp3 -一 下 十 二 
好 
-二 1 一 二 1 -121 | 
| 
-Znli 


由 于 当 & -co 时 ,indl 一 至 走 1)/ 一 于 二 2 1， 


而 六 到 发散 到 二 co, 故 ZInGl 一 本 发 散 到 一 


一 各 


空 寺 | 


了 了 


.因此 lim la.| = 0. 由 药 布 尼 效 判别 法 知 > )a. 收 病 ， 


从 而 > 答 件 收 笋 . 


当 mm 多 一 1 时 ,由 于 级 数 的 适 项 不 趋 于 零 , 故 级 数 
发 散 ， 


总 之 ， 当 同 沁 0 时 ， 立 | 站 绝对 收 笋 ， 当 
一 1 二 束 < 0 时 ,之 | ”| 条 件 收 俩 
2701. 若 级 数 久 ao. 收 敏 目 
lirn 疙 一 工 ， 
mac 是 
则 可 香 断 定 级 数 > 所 也 收 侣 ? 
解 如 果 > 7a. 与 > bp, 均 为 正 项 级 数 ,出 由 >Ve. 收 全 
可 断定 六 \b, 也 收 敏 . 但 当 立 \o. 与 福 \b, 不 一 定 都 是 正 


项 级 数 时 , 则 由 六 va, 的 收 敏 性 不 能 断定 六 \5 也 收 和 冀 . 
例如 ,级 数 

> 一 荆 加 
是 收 伍 的 的 


了 2 


一 -一 mm rr 一 一 ” 一- 一“ 


27U2. 


Ta 
Him 一 人 一 
本 

但 级 数 


却 是 发 散 的 . 事实 上 , 它 是 由 收 化 级 数 >， 一 及 发 
散 级 数 立 ' 二 相 加 而 得 的 , 故 它 是 发 散 的 ， 


设 y\o, 为 非 绝对 收 敏 的 级 数 及 


证 明 lim 世 = 一 1， 


荐 一 到 七 定 


证 “首先 注意 , 非 绝对 收 敏 即 条 件 收 化 , 若 级 数 发 散 ， 
本 命题 不 一 定 成 立 . 例如 , 取 < 一 1, 则 lim 记 一 0; 才 


一 1( 当 ;一 1(mod2 时 ) 或 w 一 一 去 ( 当 ;一 0(mod2) 
时 ,此 时 将 有 lim 韦 : 一 去 ,等 等 ， 
当 级 数 y\a, 条 件 收 敏 时 ,有 


T 了 3 


。 
nm 。 ] 
N， 2 le 一 2 
严 


，|aj| 
福 ， Ja;| 十 a， 人 > ,ai 
一 1 ] 十 2 


之 ;|aj| 
由 于 > < 收 敏 及 lo,| 一 十 co, 故 


必 : 
1 mm 


全 7 ea| 
其 而 即 得 


< 《一 1 
种 垩 下 


提 记 


的 和 是 在 广 与 1 之 间 . 


证 首先 ,由 于 此 级 数 的 前 2z 项 的 和 
sj 


+[ 翅 二 一 部] 

(2 一 1)7 〔2277 

中 等 一 个 揪 导 内 的 数 大 于 零 , 故 {S>} 是 一 个 单调 上 升 
的 氢 列 . 又 因 

了 工 了 革 


ai 
二 2 [1 


故 {Sx} 是 以 1 为 上 界 的 叙 列 . 从 而 知 im3Sa 存 在 且 不 
超过 1 

由 于 此 级 数 当 # 盖 0 时 是 收 仇 的 , 故 对 于 般 列 
ta) 它 的 极限 与 级 数 的 和 相等 , 即 


了 生生 一 1 m So sl1 (>>0) 
(对 于 z 一 1, 此 级 数 的 和 为 ljn2)， 
其 次 ,我 们 证 明 此 和 不 小 于 二 , 仍 考虑 前 2n 项 的 


部 分 和 Sz， 则 有 5$2 一 1 一 方 十 So, 其 中 


-也 [aa 一 1] 入 二 7 


此 3 汪 坚 
第 


一 》 - _ 交 
EC28 一 了 十 中 ?全 
这 里 0< 中 <1 人 (一 2 3 了) 由 于 户 >>0 以 玉 


TFT 


即 得 


__ 二 贞 ] 
3 沁 


WM 


汪 ii[ (号 十 志 RH 
1 _ 1， 1 


一 丈 fi 一 72 二 


了 


了 了 在 


1 1.1 如 .1 
六 2 十 QH 和 让 2AT1 他? 十 1 
1 
一 忆 2P 二 1 HH 了 (1 人 交 ) 
1 
72835 十 - 才 .， 


此 处 
4 一 元 十 * 二 (1 一 才 ) 一 0( 十 )( 当 >co 时 ). 
于 是 ,对 任 给 的 0, 存 在 正 整数 No 使 当 zz 时 ， 


有 | -|<e. 这 时 有 
寺 ， 苹 1 1 
9 一 1 一 床 十 3 盖 1 一 交 十 58 一 
但 当 关 >0 时 ， 
1 1 1 


这 是 因为 


So>> 六 一 e 
放 收 敏 级 数 > (一 .了 2 一 的 和 


S=limS> 也 一 


由 e>0 的 任意 性 , 即 得 S> 三 , 综 上 所 述 ， 


到 <S<1 
2704, 证 明 : 若 把 级 数 
1 11 1 1 
辫 驴 医 末 
的 各 项 重新 安排 ,而 使 拨 次 训 个 正 项 的 一 组 与 扬 砍 了 
个 负 项 的 一 组 相交 替 , 则 新 级 数 的 和 为 
In2 十 工 in 立 。 
2 了 
证 ” 按 题 意 ,我们 欲 证 


1 十 也 十 光 十 35 一 了 一 滞 "一 2 
_ 1 _ 1 1 
十 区 二 1 十 人 二 入 二 一 殉 十 z 
__ |， 产 。， 
一 ln2 十 7 ln 《1》 
首先 ,我 们 有 


及 ,一 1 十 部 十 二 十 汪 十 二 一 Imm 十 C 十 e， 
其 中 C 为 尤 接 常数 ,而 己 为 无 穷 小 ,由 此 即 得 

1 ，1 1 1 ， 1 1 ， 1 

方 十 二 十 十 3 下 一 本 瑟 -一 ln 十 2 CC 十 六 to 


-了 
殉 一 1 
一 In2 十 去 lm& 十 邱 十 ou 一 去 e 。 


于 是 , 若 把 级 数 (1)? 的 项 或 2 项 的 数 电 组 合 起 来 , 考 


1 十 言 十 … 十 藉 二 [一 用 as 一 二 于 


开 
一 一 卫 境 旺 是 1 1 工 了 工 
1 1 
2 户 十 1 2 一 1 人 (2 一 1) 声 十 工 


JI7 


一 一 一 -一 一 ， 


27035. 


1 
2 大 一 1 
2m 户 
m 2 一 1 名 
_ 工 下 
一 n2 十 方士 G 十 实 ， 


其 中 an 到 人 av 一 0 人 当 m 一 co) 又 因 宇 一 5 十 及 , 其 
了 工 
这 


十 … 十 


一 in2 十 亏 


中 及 一 人 当 玫 一 ec 时 》 , 艳 limsS:- 一 limS>+， 一 


In2. 从 而 级 数 (1) 的 和 为 In2 十 去 lm 志 
证 明 : 若 将 调和 级 数 

1 十 立 十 瑟 十 二 十 … 
之 项 的 符号 改变 使 得 问 个 正 项 之 后 跟随 着 ?9 个 负 项 ( 罗 
和 关 g) ,但 不 变更 原来 的 顺序 , 则 此 级 数 始 北 是 发 散 的 . 
仅 当 z 一 4 时 为 收 化 的 . 
证 震 万 5 ,不 妨 设 大 2 如 * 志 


1 1 
4 一 《 方 二 7 有 二 T 十 十 7 二 0 十 记 
1 1 


四 -rr 人 下 


《六 十 纯 ) 才 十 产 十 1 ( 声 十 9) 天 十 六 十 9 
由 于 其 中 正 项 的 项 数 比 负数 的 项 数 为 多 , 且 所 有 正 项 
中 任 一 项 均 比 任 一 负 项 的 绝对 值 为 大 , 故 有 


人 0 《 天 一] 二 ve 了 。 


办 
1n 之 
mn 十 


】 
《 疡 十 3) 呈 十 工 
加 1 。 
但 (73 发 散 , 故 > as 发 散 , 从 而 比较 一 


下 即 知 所 得 级 数 发 散 ( 若 疡 所 9 同 理 可 证 ). 
着 记 一 宁 记 


2707- 3 


2708. 


也 


其 和 > 收 敏 , 则 将 有 
Y4 =- c 一 2 


辣 mm 了 


也 收 化 ,得 出 天 导 . 于 是 ， 此 时 两 级 数 的 和 一 定 发 散 . 
《67 可 为 收 伍 ,可 为 发 散 . 例如 : 


《1) 证 @ 一 《一 17 下 一 【一 171 jy Ya, 及 Sb. 均 
发 散 , 但 cn 一 0, 故 es 改 误 ， 
(2) 设 a. 一 包 一 过, 则 < 一 圭 , 显 见 ,级 数 


,26 > 


天 咯 ] 到 3 和 


司 一 ]2 1 总 (一 了 

忆 [ 六 + 省 忆 [5 二 让 

解 ”两 级 数 显 然 是 收 伍 的 . 因此 ,它们 的 和 也 是 收 敏 
的 ， 逐 项 相 加 , 即 可 求 得 两 级 数 的 和 为 


-和 一生 1 .一 三 
村 "+ ] 3 1 3 “ 
站 一 了 1] 一 可 
求 下 列 级 数 的 和 : 


sr1 《一 1 
2 [到 十 一 有 】. 
解 ”此 组 数 是 由 两 收 族 缓 数 逐 项 相 加 而 得 的 ,因此 它 
是 收 伍 的 , 且 其 和 为 


冯 9 
和 解 原 级 数 显然 绝对 收 伍 , 记 其 和 为 加 , 则 有 
号 天 开 


er 一 一 
号 一 >， 二 一 1， 
设 将 一 0,1,2.… 分 成 三 类 : 
4 一 { 人 | 放 一 3 天 一 0 1,2，}， 
刀 一 《| 一 3 十 ] 天 一 站 ,1 2 }， 
4 一 人 | 放 一 3 十 2 天 一 0。1， 2 )， 


则 


是 一 站 


了 2 了 


一 一 


以 上 计算 是 合理 的 ,因为 上 述 三 个 级 数 均 绝对 收 伊 , 故 
其 和 为 六 . 从 而 知 原 级 数 的 和 为 


吕 王 开 中 了 开 
S 一 ， mm 一 之 4 2 一 1 
5 1 -三 
时 1 7 


2710+ zolzy| < 1D， 


表 啊 几 


解 设 将 1 一 0 1.2:… 分 成 二 类 : 
几 | 一 (有 | 一 2 作 一 01 2 
;一 《共产 一 2 十 1 ) 丙 一 站 12 


则 
1 yc 二 一 2 人 3 c 二 站 
十 了 0 
一 ov 十 ze 
显然 上 式 右 端 两 级 数 当 |zy?y| < 1 时 绝对 收 租 , 故 姑 
级 数 收 笋 , 且 其 和 为 


Y1zcGpy Cd] 一 = 阅 (eoy ++y2Gcy 


司 亚 由 


= (1 十 32 = 工 二 > 


1 一 开 ? 
2711. 证 明 : 
了 了 22 


二 -PP rr LeL 


守卫 
六 工 Y， 一 1， 


证 此 两 级 数 y\a, 及 5. 均 绝 对 收效 ,其 中 
全 一 工交 一 《一 1 ， 
再 】 开 】 
故 可 写成 
,av。 > 和 一 二 一 o 十 Ze 一 1+ 2e， 
其 中 
二 一 20 一 嘻 5 
和 ， 好 | 
一 而 包 1 
一 二 (一 1 一 0 Cn 一 1,2)， 
从 而 知 
| 《一 1 __ 
之 让 2 1 十 过 一 
当然 ,由 = 的 定 忱 知 
< 1 一] 六 | 
蝇 亚 必 和 一 “及 2 十 | 加 
从 而 也 就 可 以 直接 计算 得 
2 十 . 忆 与 此 =。 后 一 1 


2712 证 明 : 
{《 >)9g")2 一 > (十 1)g(19| < 1)， 


二 2 十 疆 吧 心 


J23 


证 “由 lg| < 1 知 级 数 YYg* 绝对 收 盆 , 故 可 写成 


性 权 昌 
(《 >，97) 一 人 ier， 
二 人 站 
其 中 
cn 一 9 一 人 人 ,1 一 《2 十 1)8 
1 下 二 下 


《 嫩 一 自 ，] 2 )。 
因此 ， 
(ys yo 十 Don 
2713. 证 明 . 收 和 级 数 
的 平方 是 发 散 级 数 . 


证 如果 此 级 数 的 平方 收 总 , 则 可 写 其 积 为 YYc,, 即 


时 中] 


本 光 玫 一 下 十 
一 ]) 


了 2 


27 14. 


人 
VE 
由 于 括号 中 的 每 一 项 都 大 于 土 ” , 故 |c,| > 1, 这 与 级 


数 盖 <。 收敛 相 矛 盾 . 因此 ， 级 数 (2 一 世 : 发 
散 。 
< ) 只 要 证 点 (全 一 上 十 17< 枯 权时 一 让 十 天 一 下 人 
由 于 

上 下"、，3 开 一 4 到 


2 2 5 二 
f 下 一 开 是 十 是 2 一 下 一 【 7 1 十 了 


考 只 要 证 3Kz: 一 4>>0. 但 342 一 4 一 3 一 二 ) ,可 见 对 
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当 jz 一 tr| 一 车 时 ,由 绝对 值 组 成 的 级 数 为 
点 , 它 是 收 伊 的 


因此 , 当 |z 一 条 | 安 革 过 一 0, 士 1, 土 2…) 时 ,级 数 
物 对 收 误 . 


解 ” 当 疡 >>1 及 Et 一 一 1 ,一 2 时 ,级 数 显然 绝 
对 收 铸 ， 

当 0<zS1 及 ze 一 一 1 一 2 0) 时 ,级 数 条 件 
收敛 ， 

当 zs0 时 ,级 数 赣 散 . 
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1 十 厨 
故 当 4 一 户 >1 即 .9 盖 关 十 1 时 ,级 数 饮 对 收 和 化 :而 当 
4 委 训 十 1 时 ,由 绝对 值 组 成 的 级 数 发 和 散 《 理 由 可 参看 
2698 题 的 题解 )， 

当 疡 所 9 委 记 十 1 时 ,由 于 对 0 一 守 < 内 任 一 


固定 的 证 人 sinkr 有 界 , 且 
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故 级 数 收 误 . 
当 9 和 六 时 ,级 数 显然 发 散 ， 
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总 之 , 当 了 > 关 二 1 时 ,级 数 移 对 和 收 数 ;而 当 
p<qsa 十 1] 时 ,级 数 条 件 收 弟 ， 
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解 考虑 级 数 
2 [二 (A) 与 2 (B). 
当 1z1 << 1 时 ,级 数 (B) 绝对 收 答 根据 亚 伯 耳 判别 法 ， 
以 单调 递减 是 有 下 界 的 因子 一 -= 科 此 级 数 的 对 应 项 


2m 所 2> 


也 收 伍 ， 目 为 绝对 收 敏 ， 
同 理 , 再 以 单调 递减 且 有 界 的 因子 普 乘 级 数 (B) 的 
对 应 项 所 得 的 级 数 


之 / 1] 一 评 
仍然 收 侣 , 且 为 绝对 收 敲 .由 于 
站 十 了 


1 一 工 1 一 工 2 
赦 原 级 数 当 |z| < 1 时 绝对 收 策 . 
当 }jzl=1 时 ,级 数 (A)? 显 然 无 意义 ， 
党 |z|>>1 时 ,级 数 (B)? 旺 然 受 散 , 下 证 级 煞 (A) 也 
发 骨 . 若 不 然 , 当 [|1 时 ,由 级 数 
1 
2 一 儿 
收 伍 ,再 根据 亚 人 耳 判 别 法 ,我们 就 会 推出 级 数 
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当 iz| > 1 时 , 原 级 数 可 写 为 > = 5 
加 
由 于 | 二 1<<1, 再 根据 上 面 的 讨论 , 故 原 级 数 绝 对 收 化. 
总 之 , 当 [z| 天 1 时 , 原 级 数 绝对 收 伊 ， 
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2724 2 《1 十 交 )CLE 十 (1 十 -本 入 
- 汪 ” ， 
解 记 “ 一 TUEDGTEeGTZ7J 则 当 |>| <1 时 ， 
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la ia 
Im 入 和 -ITEERmTTIzl<l 
故 级 数 绝对 农 铝 . 
当 |zl>>1 时 ,级 数 可 写 为 
必 st 一 由 
S， 地 
nt [1 上 + 二 | 人 (+ 总 扫 ( 士 喜 | 
本 -证 王 | 


工 了 
3 ta ， 《1) 
共 中 级 数 立 | 二 | 。 当 iz| > 1 即 | 革 | 1 时 绝对 收 
化 .与 |z| 一 1 的 情况 一 样 ,得 知 级 数 (1) 当 lz >1 时 


绝对 收 误 ， 


的 通 项 av = 关 ，, 显 然 级 数 收 化， 


总 之 , 当 工 关 一 1 时 ,天 级 数 绝对 收 伍 ， 
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要 me ] 


解 由 于 
]imn < 开 十 二 ye 一介 二 15 


和 再 丰 


故 当 z>>0 时 ,e <1, 级 数 绝对 收 仇 ,而 当 工 一 0 时 ,级 
数 可 写 为 y\a ,显然 发 散 . 又 当天 <0 时 ,ce 全 1, 级 数 
发 散 ， 

2729. 2 


一 世 


条 于 全 
解 记 a. = 这 于 一 瑟 二 , 则 当 寺 一 0 时 ， 
-> 王 = 工 
7 于 全 W 各 玫 


故 原 级 数 发 散 , 当 地 天 0 时 ， 
(17 当 lal1 时 ,有 


1 1 | _1] 
1 
由 > 点 | 记 】 的 收 策 性 即 知 原 级 教 绝对 收 伍 
(2) 当 lal 1 时 ,有 


1 _ 1、 1 . 
ja 之 二 亲人 于 运 本 
故 原 级 数 发 散 ， 


2730. SG 一 z)(2 一 z 雹 (2 一 夺 )… (2 一 zr)( 人 (过关 0). 


司 一 下 
解 记 a, 一 [2 一 (2 一 zx) (2 一 本》 
《17 当 二 = 王 纪 计 ,显然 az 一 0 一 1 2 , 故 级 数 缉 
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对 收效 ， 
(2y 当 并 尖 2 时 ,注意 Y>>0, 酸 有 好 一 1( 当 于 一 


co). 因 此 , 当 是 够 大 时 ,ov 不 恋 号 ,从 而 若 ya, 收 敏 ， 
则 必 绝 对 收 伍 . 今 用 阿拉 伯 判 别 法 ,有 


iimal 1 一 ]inn 2CzatT 一 1) 一 上 

放 人 ms 才 一 了 RHT 
it 一 。 

一 ] P 十 1 2 一 zi 一 Inz， 
并 十 1 


故 当 inz>1 到 re 时 , 原 级 数 移 对 收 族 . 当 x<e 时 ， 


原 级 数 发 散 . 而 当 =e 时 ,此 时 有 (考虑 当 半 足 避 大 时 ) 
三 1 1 ] 
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a。 ? 1 一 人 一 1 


且 ea 0 ol 十 ] , 砚 得 
< 二 一 1 二 并 +O| 广 | ， 
接 高 斯 判别 法 , 原 级 数 发 骸 . 


总 之 , 当 工 一 2 及 当 =>e 时 , 原 级 数 绝对 收敛 . 
2731. > 色 二 


角 对 于 任意 的 *, 只 要 ”足够 大 ,该 项 就 为 正 . 因此 ， 


它 可 以 看 成 正 项 级 数 . 由 于 
《 痊 十 工 六 


了 2 


故 利用 正 项 级 数 的 判别 法 知 : 当 z*1 时 ,级 数 收 伍 , 且 
人 当 r<s1 时 ,级 数 发 散 . 
2732. 二 < 


解 大 工 所 车 将 原 级 数 写 成 
c 2 


癌 二 1 十 [三 | 


{ 全 DT 总 ， 池 > 站 


由 于 


0 一 -过 过 加 


1 二 | 
而 > xz 当 |z| < 1 时 收 敏 , 故 原 级 数 绝对 收 伍 


是 于 


同 理 , 当 了 < 扫 | 时 , 原 级 数 绝 对 恢 侯 . 总 之 * 当 0<< 
minfr,yy< dl 时 , 原 级 数 绝对 收 就 ， 


Te 了 
2734， 一 玉 十 7 下 心 > ， 


CD 当 jz|<1 于, 易 见 
le | 安 | 字 | ”Cn 一 1，2)， 


由 S |z|* 的 收 敏 性 知 原 级 数 绝对 收 策 


“27 当 = 一 1 时 ,1* 若 y>>1, 则 由 

1 11* 

二 < 二 | | 
易 见 原 级 数 绝对 收 误 ,2" 若 0<y 委 1, 由 于 


la 一 


了 节 3 


一 


他。 二 


了 工 后 


天 

易 见 蛛 级 数 发 散 . 

《3) 当 z* 一 一 1 早老 y>>T 由 

1 工 | 一 ,。 
元 <| | 《有 一 下 2 J， 
易 见 原 级 数 绝 对 收效 . ? 洛 0 委 y 魏 1, 由 
一 0 
上 一 于 十 加 《天 一 2 六 

易 见 原 级 数 条 件 收 伍 . 

(42 当 |z| 之 1 时 ,1 和 若 y 一 0, 则 由 


2 一 二 (z 一 ] 1 
责 


一 1 当 7 一 2 时 >， 


|a. | 一 


易 见 原 级 数 发 散 , 2 若 y>>0, 则 当 三 | < 即 lz|1<y 
时 ,有 


丽 原 级 数 绝对 收 敏 . 当 | | >1 时 , 若 y>1, 有 


了 】 
la4=| 到 | ,， _ 工 -十 co( 当 rco 时 )， 
”1 十 蕊 


若 0<y<1, 有 
jz 已 一 # 
|a 一 z 干 ] 十 《 当 ma 时 > ， 


故 当 和 | >>1 时 , 原 级 数 发 散 
站 之 , 当 | 关 |<10Sy< 拓 十 cc; 当 |z| 一 1，y>1 及 当 
zl>1,1z1<y 时 , 原 级 数 绝对 收 化. 当 < 一 一 1,0<y 
了 学 革 


<<1 时 , 原 级 数 条 件 收 敏 . 
2734. 2 YIzi 二 bl 
解 由 于 
,一 W zl? 十 jy 


了 


nz 

| 
" 《raxfd| 立 | ，| 和光 |》 

及 limV wa 一 max(|zl,1yl), 故 当 maxClzl,lylD)<1 


时 ,级 数 物 对 收 侣 * 当 max(lzl,1yl>>1 时 ,级 数 发 散 ; 
当 max(|z|l,1y 昌 一 1 时 ,由 于 aa 一 1( 当 mr 一 cc)， 故 缓 
数 发 散 ， 


2735. y， 十 志 )(z > 0) 
人 


| 痉 | |>| ] 
max( | 之 |] ，|Y|) tmaxtr | 工 | ， |?| > 


解 (1) 当 0 久 z 一 1 时 ,此 级 数 可 与 级 数 世相 比 ， 


它们 具 丰 相同 的 伍 散 性 . 事实 上 
lim mmQ 十 ) 1 


目 这 两 个 级 数 均 为 正 项 级 对 于 正 项 级 数 
> 五 ， (1) 
其 通 项 瑟 <aplm 一 和 Cn 一 1 ,2,…), 但 因 
Himw 一 xz<1l ， 
改 级 数 > 收 敏 , 且 为 绝对 收 敏 . 因此 ,级 数 (1》 绝对 
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收 笋 ,从 而 原 级 数 也 是 绝对 收效 的 . 
(2) 当 xz 一 1 时 ,级 数 为 > 呈 种 2. 于 是 , 当 y > 1 时 


收 策 , 且 为 绝对 收 伍 ;3 当 了 了 委 1 时 发 散 
(3)? 当 z>>1 时 , 原 级 数 的 通 项 可 瑟 成 


n 了 
InClz*) (+ 二 


所 闻 好 ?> 


era 


jnz | 
由 上 趟 右 端 第 -项 所 组 成 的 级 数 当 37 一 1 即 y>>2 时 
收 策 ,而 当 y 大 2 时 发 散 . 由 上 式 右 端 第 二 项 所 组 成 的 级 


数 ,利用 0 一 二 <1 及 最 初 讨论 的 结果 得 知 它 对 任意 的 


y 值 均 收 敛 .因此 , 原 级 数 当 z>1,y>>2 时 收 租 , 且 为 绝 
对 收 总 . 

具 之 ， 当 0 有 开 二 1 一 co< yc 十 coy 当 二 一 1 人] 
及 当 >1:y>2 时, 库 级 数 纺 对 收敛 . 


2736. e+ 盖 )- 
解 ”由 于 
相 le 十 莹 ] | 一 |t 铭 z1 ， 
故 当 jz 一 刀 |< 本 (其 中 为 整数 ) 时 ,|tgzr1<1, 从 而 级 
教 包 对 恢 癌 . 而 当 1z 一 驴 | 之 工时 ， 由 于 it 
| = 二 之] ~~co , 故 级 数 发 散 
了 和 站 


2737. 证 明 : 若 劳 郎 级 数 >， asz" 当 工 一 培 和 工 一 如 (| 相反 


主 国 一 5 


|z;| > 时 收 化 , 则 此 级 教 当 | z | <- jz| <<- |z3 | 时 也 收 


并 . 

证 ”由 于 劳 郎 级 数 当 上 一 < 和 工 一 了 时 收 健 , 故 级 数 
《1 So 【《2 Ya .rr*， 
(3) yaz (4 ya sz 


均 收 敏 .于 是 ,由 (3) 知 , 当 |z| < 一 |] 时 ,级 数 > an 
收敛 . 由 (2) 知 , 当 | 于 | < | 寺 | 即 当 im1 < lz1 时 ,级 
数 y\a_ .z-* 收 敏 . 因 而 , 当 |zi1 < 一 zl < lz| 时 ,级 数 


习 si 与 六 or 均 收 化, 也 即 >) ar 收 伍 


2738. 求 劳 郎 级 数 


的 收敛 域 并 求 它 的 和 ， 
和 解 考虑 级 数 


Gy， 六 2 (2)》， zz 
显然 仅 当 |z|<2 时 ,级 数 (1) 收 伍 ; 仅 当 1z|>> 十 时 ,级 


数 (2) 收 伍 . 因此 , 当 寺 <<1z|<<2 时 , 原 级 数 收 伍 
了 4 7 


当地 <[ 了 |<? 时 , 记 级 数 (1) 的 和 为 S,Cz) ,级 数 


《2 的 和 为 SS_(z)l, 显然 有 
汪 _【〔) 一 一 Y， 六 一 一 鼎 + [二 


元 过 上 虐 


今 求 981， (注意 当 六 < |zl<s2 时 ,下 列 级 数 


均 收 化 ,上 且 有 
3 (Crz) 一 1 一》 一 Sa 
2 2 种 sr 了 < 全 “< 
一 司 mm 十 ] 二 之 | 
2 了 + 可 | 
工人 各 工 。_ 1 
一 注定 1 
过 
_ 芝 十 
一 了 >+ (十 帮 
得 
定 
一 字 2 
性 十 《让 ] _ 这 《2 一 二 
z 
上 肘 而 
1 
证 交 


Se) 一 一 一 二 = 一 一 2， 
一 [一 (2 二 175 


故 当 半 < 1z| <<2 时 ,有 


了 4 


记 <, - =- < .显然 , 当 z 为 任意 数 ,y 一 0,1,2，- 


时 ,a, 一 0(” 一 1,2,…). 于 是 ， Ya， 绝对 收 策 . 研究 一 
下 YY 江上 开 (二 口 ， ,全 的 
an 8# 十 ] ] 十 寺 二 | 


al 1 十 1 于 ”tc 
= 一 生 > 二 (+ 二 
只 一 入 ee 天 
(1)? 当 |z|<1 针 ,由 于 
一 Lim [ 


1 
”1Tz 


故此 时 角 孝 Ya， 绝对 收 剖 ， 
22 当 | 节 | 1 且 # 充分 大 时 ,有 la | < 12.， 和, 故 a 十 
0, 从 而 原 级 数 yu. 发 散 . 


(3) 当 |z| 一 1( 考 虑 呈 足 够 大 ) 时 ,有 
-2 工 二 | 1 十 二 1 | 


-6+2+ol 划 ] 0- 二 ro 


(二 
一 1 十 +ol 声 |. 
闻 好 


开 十 上 _ 
理光 
一 一 2 全 1， 


im 
< 一 | 全 n+1 


呈 m 十 1 


于 是 ," 当 > 之 填 时 ,由 高 斯 判别 法 知 , 此 时 级 效 绝对 


收 敏 .2 当 >< 去 时 ,2 lo.| 发 艇 .但 当 jy| 一 去 时 ， 


了 150 


有 


ae =-- 二 [Ci+ 才 +ol 去 卜 ， 


位 n+ ] 
其 中 0< Ps. 显然 , 当 立 一 一 ] 时 ,a。 不 蛮 号 ,因此 可 看 
成 正 项 级 歼 , 且 


人 -一 1 十 攻 +O| 声 | ， 


由 高 其 判 法 知 此 时 级 数 羡 必要 当 = 一 1 时 , 袜 )a 
为 变 错 组 数 , 且 当 ? 足够 天时， 

2 |=1+ 才 +a| 韦 | >1， 

也 即 |a,| 单 调 下 降 . 此 外 ,还 有 


|a, | 一 ly 一 一 分 G2 一 轨 …( 一 1 一 轨 评 


1 一 二 > 和 2 一 y 并 一 1 一 了 -2 ,0 
大 


大 再 失 


一 人 | 一 

《 当 zce)》， 

由 莱 布 尼 兹 判别 法 , 便 知 当 开 一 1,1y| < 六 时 ,级 数 
> oa- 条 件 收 敏 

总 之 , 当 :CD1z1<1,y 为 任意 孝 (2)1z| 一 1,y> 

了 5(3)z 为 任意 数 ,> 一 0,1;2,… 时 , 原 级 数 绝对 收敛 


当 z 一 1,1?|< 半 时 , 原 级 数 条 件 收 伍 ， 


2740 证 明 , 若 迪 里 黑 里 级 数 > 2 当 一 2 收 伊 , 则 此 级 数 


当 = > zx 时 也 收 敦 . 
了 53 


2 站 1. 证 


TD2 


已 2 


证 和 


对 二 ] 


-二 = 当 x > ze 时 单调 下 降 趋 于 零 , 故 根据 亚 伯 耳 判 


别 法 即 知 ; 当 工 >> z 时 ,级 数 > 全 收 化 ， 


明 : 考 列 六 (zy 人 ma 一 1 2 在 区 间 fa ,人 内 一 致 收敛 
于 极限 函数 六 z)7 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 
0 
式 中 7 一 | 7 一 请 (z)|， 
由 于 扩 (z) 在 (at 内 一 致 收 黎 于 六 zz) , 故 对 性 
给 的 s0, 总 存在 Ne)>0, 使 当 ae) 时 ,对 于 区 
闻 (a, 人 内 的 一 切 工 值 , 均 有 
| 天 (Cr 一 Fr) <E， 
因此 , 当 z> wwe) 时 ,有 
人 
从 而 
Re 一 
骨 证 充分 性 . 
由 于 lim { sup yz 一 0, 故 对 任 给 的 >0, 总 存 
在 Me)m>0, 使 当 me 时 ,有 
SP |7okz) 一 了 (Cr)1 <e， 
于 是 ,对 于 ka, 妃 内 的 一 切 = 值 ,只 要 当 m>mee) 时 ,就 
有 
| 请 ( 拉 一 六 | <E， 


2742. 


2743- 


因此 ,六 Crz) 在 (ae5) 内 一致 收 租 于 F)， 
拖 列 六 (zt 人 一 1,2…).(a) 在 区 间 (zo, 十 co7 上 收 部 ; 
《6) 在 每 一 个 有 穷 的 区 间 (a,pCtzoy 十 ae) 上 一 致 收 
衣 ;(e)? 在 区 间 (zro ,十 co) 上 一 致 收 伍 是 什么 意思 ? 
解 〈a) 对 于 任意 的 e>0 及 任意 的 xzo< < 十 都 存 
在 一 个 正 整数 六 = Ne,z) ,舍得 当 xs 时 , 恒 有 

| 六 (Cz) 一 了 Cr)|<e， 
则 乏 拖 列 六 (zz) 在 区 间 人 (zs 十 cc) 上 收 笋 .要 注意 的 是 ， 
RN 不 仅 与 e 有关， 而 且 与 值 zx 有关. 

《5) 对 每 一 个 ta,5)C(zoy 十 ce) ,如 果 对 于 尾 给 的 
0 存在 一 个 太一 Neyeass) 使 当 靖 人 > 入 时 ,对 于 (Ca， 
5 内 的 一 切 值 , 均 有 

| .zy 一 (| < 
则 称 六 (zx) 在 5a ,人 上 一 致 收效 

《6 如 果 对 于 任 给 的 s>0, 都 有 正 整数 六 一 上 (ce) 存 
在 CNIE) 仅 与 上 < 有关) ,使 当 m>> 六 时 ,对 所 有 的 ro<< 
< 十 ce, 老 有 

| 天 (Cr 一 让 全 ) | <E， 
则 称 产 (z 在 (xzo* 十 ce) 上 一 致 收 误 . 
对 于 叙 列 

太 ( 交 ) 一 了 (= 2 0-<yr<1) 
求 出 其 项 的 最 小 号 码 六 王 NWfe,z) ,使 从 这 项 起 叙 列 的 
项 在 已 知 点 地 与 极限 函 数 的 莽 不 超过 0.001, 设 z 一 

1 1 1 

曾 ,- 有 和 

此 氢 列 在 已 知 区 间 (0,1) 内 是 否 一 致 收 伍 ? 
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解 显 见 极限 顶 数 为 零 , 于 是 考 感 
| 和 一 0 < 
其 中 上 =0.001, 当 0<zr<1 时 ,上 式 即 刀 <s 或 症 


]ge flgs 
记 x, 故 最 小 号 码 为 N 一 [ 医 让 


时 生 呈 呈 学 呈 


下 面 研究 此 先 列 在 (0,1) 内 的 一 致 收 襄 性 . 由 于 当 
z 赵 于 1 时 ,jgr 趋 于 零 ， 故 


并 一 十 cc 《0<<e<1r 一 1 一 0)， 


即 证 无 限 增加 . 因此 ,不 可 能 找到 一 个 公共 的 N( 它 仅 
与 ES 有 关 ) 值 ,使 当 mw>N 时 ,对 于 (0,1)? 内 的 一 切 值 ， 
攻 有 <E. 因此 ,人 妆 列 
六 (z) 一 妇 ( 人 一 1 2 (0<z<1) 
在 区 间 (0,1) 内 不 一 致 收 朗 . 
2744. 应 当 取 级 数 
号 1 鲜 填 
过 ， 庆 {( 好 十 1) 
的 若干 项 方 可 人 司 部 分 和 3,(z) 当 一 ce<z<< 十 co 时 与 级 
数 的 和 之 差 小 于 <? 设 ， 
《aa)E 一 站 二; 6)E 一 站 .DO 


了 5 


《bb)<6 一 站 ,001， 
求 出 =” 药 数 值 来 . 
解 ” 易 证 此 级 数 收 伍 , 记 其 和 为 


AI Sinmr 
SC 一 二 52 十 厅 : 


如 果 取 a 项 ,其 部 分 和 为 S.(z) 一 ) 有 总 答 合 其 


误 关 和 CCz) 一 |SGzr) 一 SCz)| 小 于 <:, 问 项 数 为 若干 ? 
可 用 干 列 估 计 法 : 


它 Sn 是 下 
AZz) 一 | > 8 


生 一 中 十 寺 


权 
号 且 开 
人 下 十 j 


|sin&z| 
1 中 ( 趾 十 工 ) 


和 co 这 HT 


一 im 症 二 一 二 1) 


一 | 


1 
im.| 六 jj= 


记 N= [三 ] , 则 当 w> [ 工 ] 二 | 计 | 一 1 一 No 一 (1 一 


( 志 ) 时 , 即 有 人 么 (z)<e, 其 中 | 二 } 雪 示 十 的 零头 部 分 ， 
也 即 可取 
za 一 Roy No 十 1，Vo 十 2 
455 


一 FI 和 ER 


均 有 4Cr)<e. 所 取 的 项 数 Ko 与 的 关系 , 按 题 设 数 
值 , 可 有 
所 二 1 【五 ?由 。， 人 让 《和 站 0 总 
上 Fn 10 1 1000 


2745*+. 对 怎样 的 ，, 不 等 趟 
= 一 袜 天 | 一 oo0ol 《人 < 六 -10) 
能 保证 成 立 7 
解 ”由 台 劳 公式 ,有 

点 {T) 一 | 6 一 六 到 


1 本 朋 


四 Et | 
1 人 十 1 


< EL 109+ 1 
(十 1 “ 
其 中 0<D<1. 欲 和 4Cr<m000l ,只 要 


10r < -1 
《下 十 1 1000- 
也 即 要 求 = 使 

en 10 < 《十 1721 


为 此 ,两边 取 对 数 , 有 
四 十 
10 十 (2 十 4)ln10 < > ,ln 一 扬 ， (1) 
上 吧 立 
注意 到 
>| ” lntds 一 Ge 十 1)tn(n 十 1) 一 北 


癌 能 有 
156 


《 绽 十 - 寺 庆 和 区 二 过 拓 1 十 tn 03 二 10 二 41 CC2) 
台 可 保证 (ti)7 式 成 立 , 从 而 和 (rzr)< 0.001, 为 解 (2) 中 
的 ,可 用 帖 算法 ,例如 当 闫 王 39 时 ,27 式 就 成 立 , 破 
对 于 * 取 39, 即 取 39 项 时 就 能 保证 |- 一 立 过 |< 
bb- 00100 扫 了 守 - 107. 
研究 拖 列 在 所 示 区 闻 上 的 一 致 收 人 名 性 : 


2746. FCz) 一 ze (0<<z 元 ; (670<z 二 11， 


解 〈a) 当 0<z< 冯 时 ， 
HamrsCz) 一 0= 7z)， 
任 络 se>>0, 由 于 
[六 (zy 一 ray| 一 il| 呈 ， 
故 要 使 | 疡 (z) 一 Fr)1<e, 只 要 二 <e, 即 只 要 
1]n 工 
所 


由 


取 六 一 be 上 | ,网 当 >N 时 ， 对 于 [0, 坟 ] 上 的 一 切 x 
nz 


值 , 均 有 
.PCz) 一 六 区 | 一 | 矿 () 一 0 一 8 
因此 , 广 (z) 一 2 在 C0, 广 ] 上 一 致 收 化 于 零 . 


1, 若 之 一 1， 


7 te 车 0<z 反 1， 


权 so 使 0<e 一 与 :不 论 站 兆 么 大 ,只 要 取 > 一 
有 


-就 


1 
几 诅 j= | |= 六 间 
因此 ,六 (zxz) 在 [D,1] 上 收 徊 而 不 一 致 收效 ， 
2747. 廊 (z) 一 一 站 ”30s 工 生 ]1， 
解 ” 当 >*=0 或 1 时 ,六 (z= 王 0 当 0<<z<<l 时 ， 
lim 产 (z) 一 0 因此 ,. 当 0 雪 << 委 1 时 ， 
limnf(z) 一 0 一 Jr)， 

并 有 

| 六 (zr) 一 了)| 一 如 一 下 一 达 ( 工 ) 
由 于 六 《 交 ) 一 和 [一 人 下 十 1 ; 故 若 令 ECz) 一 0: 即 
求 得 z 一 5 显然 , 当 0<<z<< 二 [时 ,8 《2)r0D5 当 


IT<z<1l 时 ,gz)<0, 帮 g(zr) 在 寺 一 二 [达到 
[0,1] 上 的 最 大 值 . 于 是 ,对 于 0 二 z 委 1, 有 


“< 对 和 -ii 


1 1 
xz 十 IT 和 AT' 


任 给 s>0, 要 使 |/(z) 一 Fr) | 一 e, 只 要 二 <e, 即 只 


村 na>> 工 . 取 N= [二 ], 则 当 => 时 ,对 于 5C0.1) 上 的 
一 切 值 , 均 有 
| 产 (z7 一 扰 了 | 一 | 六 (Cr 一 0 <e， 
因此 ,六 (z) 在 [0,1] 上 一 致 收 襄 于 零 ， 
758 


并 有 


好 工 
| 天 (z) 一 fr) | 一 PE 一 z| 
区 十 天 2 < 一 了 
十 关 十 并 “天 十 主 一 交 


任 给 e>0, 要 使 | 放 Cz) 一 rz)1<ey, 只 要 nr 二. 取 和 一 


[三 ] , 则 当 w>>N 时 ,对 于 [0,1) 上 的 一 切 = 值 , 均 有 


| 关 Kz) 一 .Fr 一 |ACz) 一 了 1<e， 
国 此 ,六 kr 在 [0, 1 上 一 致 收 就 于 zx 


一 < 
2701. 六 (7) 一 二 :Ca)0<z<l ET 一 sr 1 十 efeB)1 


十 s 妇 < 十 co 其 中 上 >0. 
解 (ia) 当 0 过 z 委 1 一 e 时 
lim 产 (zx) 一 0 一 jz) ， 


并 有 


Lo 一 FI 一 < 一品) ， 


任 给 电 20, 要 使 | 扩 人 一 Fr 一 ee 上 要 (1 一 E 六 二 
后 , 即 只 要 xi 二 取 浆 王 [Eee 二] , 则 站 二 > 六 


一 后) “ 
时 ,对 于 [0,1 一 引 上 的 一 切 x 值 , 均 有 
[LA Cz 7 一 Fr)1<e， 
因此 ,Ar 在 人 00,1 一 后 上 一 致 收 秀 于 霉 ， 


0, 符 1 一 SSz<<1; 
(6)7Cz) 一 [mn (7 一 二 , 荐 工 一 1 ， 


1, 若 1<<s-] 十 e， 
了 在 站 


” 


取 避 使 0<<m<< 寺 ,不 论 多么 大 ,只 要 取 x 一 -就 
有 
La 一 Ka 一 去 > 人 
国 此 ,六 (zxz) 在 C1 一 s, 1 十 上 上 牙 敏 而 和 不一致 收 误 . 
《Ba) 当 1 十 err 所 十 co 时 
jim 记 (zz) 一 1 一 /rz)， 
并 有 


1 


任 给 se: >>0, 要 使 | 户 (z) 一 rz 一 6 只 要 蕊 二- 六 < 


] 
lg 于 1 
， 二 
s ，* 即 只 要 nr 一， 取 大 一 | E , 惠 当 王 人 和 
时 ,对 于 xz 之 1 二 的 一 奶 了 值 , 均 有 
| .kz 一 CCz)| 王 | 六 (zy 一 1|<e ， 
因此 ,六 (rz) 在 [1 ,十 ce]3 上 一 歼 恢 元 于 1]1. 
2792. 太 ( 一 下 全 全 CaO<SA<S1i GT1< 工 十 cc 


解 (7 当 0<z 委 1 时 
im jx) 一 0 一 六 z)， 


取 es 使 0<<e<1, 不 论 = 多 么 大 ,只 要 取 r 一 二 ,就 有 

凡 | 二- 川 二 ||=1>e 

因此 ,Acz) 在 [0,11] 上 不 一 致 收 伍 . 
《6) 当 1]<<zr< 十 ce 时 ， 


了 6 了 


jim 疡 (z) 一 0 一 (Cr)， 
并 有 


机 2 站 


TS， 
任 给 s>0, 要 使 |/z) 一 /xz)1<s, 只 要 ma 二. 取 六 一 
[大 ], 则 当 2 时 ,对 于 z>1 的 一 切 上 = 值 , 均 有 


| .PCr) 一 (r| < 
因此 , 产 (z) 在 (1, 十 cc) 上 一 致 收 和 伍 ， 


下 9， 六 人 一 人 /十 二 一 Ce 十 oo， 


解 ” 当 一 ce<rzr< 民 十 ceo 时， 
im 疙 (zc 一 | 工 [一 六)， 


1. (zy 一 六 | 一 


并 有 
好 十 荆 一 ze 工 
加 9 | 
7) 一 护卫 一 一 一 一 科 丁 一 元 ， 
zi 十 方 十 Ilzl 天 


任 给 s>0, 划 使 | 户 (z) 一 Kz)1<e 只 要 wm> 七 , 取 


N= [三 ] , 则 当 a>N 时 ,对 于 一 切实 数 >, 均 有 
| 六 (一 六 (Cr < 
因此 ,Aiz) 在 (一 ce, 十 cc) 上 一 致 收 就 . 


94 六 () 一 于 /= 十 二 一 | iD0<< 十 cc， 


解 当 0<z< 汪 cc 时 ， 
了 看 2 


na [| z 十 广 | 一 z] 1 
z 十 过 十 并 


若 取 zx 一 二 , 则 有 


人 一 
人 


im 六 (rz 一 jitm 
前 一 证 上 二 一 民 


] 


加 


一 v 克 


人 1 条 

2 7 有 > 证 Y 

当 距 充分 大 时 , 它 就 可 以 太 于 指定 的 50 2 昌 ， 国 此 ， 
Pi) 在 (0, 十 co 上 收敛 而 不 一 致 收 识 . 


全 1 振江 


27505. 《8 站 工 ] 一 一 Co 二 < 十 co 


(G) 扩 (z) 一 sin 二 5 一 co<xzc 十 co 
解 (aa) 当 一 ceo< zc 十 co 时， 
lim,y。 《区 7) 一作 一 ( 工 ) 
并 有 
1PCnD 一 Fe 一 Jazzl< 工 ， 


任 给 e>>0, 要 使 | 户 ( 站 一 Fz)|<s, 只 要 > 二 


吏 入 = (二 ] , 则 当 m>N 时 ,对 于 一 切实 数 z, 均 有 
| 疡 人 rz 一 Cr)|<e。 


因此 ,六 Cz) 在 (一 c ,十 ce) 上 一 致 收 伍 . 
IT63 


aa。 ea ee -are 


im。kz) 一 0 一 (xz)， 
取 a 使 0<<eo<1, 不 论 = 多 么 大 ,只 要 取 z 一 也 ， 
就 有 
四 的 一 媳 辽 | =1>e 
四 此 , 产 z) 在 (一 co, 十 co) 上 收 敏 而 不 一 致 收 策 . 
2756.(a7 六 《zZ) 一 arctgnzi0< rc 十 coif6) 关 (Cr) 


一 -arctgnio<cTr<c 十 co， 
解 〈a) 当 0<z<< 十 co 时 ， 


limarec tgnt 一 到 一 大 (z). 
取 es 使 0<a< 到 ,不 论 x 多 么 大 ,只 要 取 x= 虐 ， 
就 有 
1 111 
起 = 人 = 
因此 ,六 (z)? 在 人 0, 十 ce? 上 收 艇 而 不 一 致 收 误 . 
《6) 当 0<zr<< 十 co 时 ， 


lim 产 《z) 一 这 z 一 (z) ， 


arc tg1l -本 一 天 >>eo. 


并 有 
| Cr) 一 .六 1 一 工 


开 
at cgnz 一 号 | 


一 工 | 一 arc t 反 二 | 
此 开 


二 
科 Y， ji 运 一 六 


任 给 s>>0, 要 使 LA(z) 一 rz)|1<e, 只 要 和 > 二 
了 癌症 


”一 一 一 


取 NM 一 人 一] , 则 当 关 2>N 时 ,对 于 xx>0 的 一 切 工 值 ， 
均 有 
| 天 (z) 一 了 Cr)1<e， 
因此 ,六 (z 在 (0, 十 ce) 上 一 致 收 北 . 
2757. 关 (z) 一 er 0<Y<]， 
解 当 0O< rz<i 时 ， 
im 7 <) 一 如一 .六 立 ) 


取 eg 使 0<<eto<e 不论 aa 于 么 大 ,只 要 取 z 一 1 一 一 ， 
就 有 
六 | 1 一 二 | 一 才 1 一 元 ] 一 so-4D 二 ee， 
因此 ,六 Cz) 在 (0,1)? 上 申 而 和 不一致 收敛 . 
D768. 六 (rz) 一 ec if(a) 一 !I<x< ,其 中 7 为 任意 
的 正 数 ;6 一 co<r< 十 ec， 
解 《0) 当 -一 fr<7 时 ， 
lim jz 一 0 一 太 z)， 
并 有 ( 当 m> [时 ) 
1 (zz 一 拓 (Cz)| 一 ce se . 
任 给 e>0,( 可 设 s<1), 要 使 | 六 (z)? 一 A(z)|<e， 


只 要 gr 站 且 erer2 <e 即 只 要 mi 十 In 


1 
二 
取信 一 [!+in -7 】 ,网 当 a> 玉 时 ,对 于 (一 2 


上 的 一 切 证 值 , 替 在 
| 六 Crz) 一 Cr |<e， 
本 


因此 ,六 tz) 在 (一 上 思 上 一 致 收 误 ， 
{6) 当 一 cce<x< 所 十 co 时 ， 
lim(z) 一 0 一 yx)， 
取 ee 合 0<eo<1, 不 论 和 多么 大 ,只 要 取 天 一 上 就 有 
LA (mD 一 rn) 一 1 
因此 ,六 (xz 在 (一 ce ,十 co) 上 收 伍 而 不 一 救 收 伍 . 


27 59. 户 Cz) 一 二 In 交 0O<<ct。 
解 当 0<r<1 时 ,lim 过 一 0 又 Emalnz 一 0, 故 
Tim jzr) 一 0 一 xz 
IF 一 rz)] 一 工 In 三 |. 
任 给 e>0， 由 于 limzlnt 一 0, 故 存在 今 一 属 (e) 一 0， 
使 当 0<<8 时 ,全 有 laqnzl<e. 取 和 = { 广 ]， 
则 当 ma> RN 时 ,二 <3, 从 而 对 一 切 0<-x<1 ,都 
有 0<< 示 <, 故 
| 疡 (Cr 一 大 (| 一 过 押 元 < 
因此 , 广 (xz) 在 (0,1) 上 一 致 收 敏 . 


2760. 大 (z) 一 | 1 十 主 | ;Ca 在 有 穷 的 区 间 (e ,5)7 上 |; 


《6) 在 区 间 ( 一 ce 十 co) 上 . 
迄 (《a)? 当 <<zrc<5 时 ， 


lim (xz) 一 lim | (1 十 过 汉 | 一 e 一 AD) 
了 个 丰 


记忆 一 maxflal， 5. 由 各 劳 公 式 知 
| 1 十 三 | 


证 了 1 ] 产 : 
一 一 一 一 十 二 一 一 一 4 一 
一 天 | 拉 2 公立 3 | ， 
其 中 o<e<1 :| 经 | 二 和 | se ,由 


InP(z) 一 zx 一 世 +O| 声 j. 
于 是 易 知 
六 (xz) 一 ec 一 志 +o[ 由 ] =~e[1 一 到 +o[ 去 ] 
取 适 当 大 的 六 , 则 当 mw 时 , 承 有 
| 一 | 一 估 一 和 +o| 点 | 


<Se ao<xr<b) 
任 给 Et>0， 朗 恒 | 六 (zz)7 一 COz)1<e 只 要 mn， 
皇 na > 到 N 一 max| N，， [ 乞 ]| , 则 当 = 六 时 ,对 
于 ke,' 护 上 的 一 切 工 值 , 均 有 
[Ce 一 .六 了) < 
因此 , 疡 (Cz? 在 (ea,5) 上 一 致 收 化 ， 
(5D)1 户 (z 一 rz)1= [+ 二 | 一， 
不 论 半 密 么 大 ,只 要 取 工 一 ”就 有 
1 一 Aco1=2[[( 且 | 一 菇 ， 
它 趋 于 十 ce ,不 可 能 小 于 任 给 的 se>0. 因 此 ,六 Cz) 在 
了 折 了 7 


《一 co 十 so2) 上 收 敏 而 不 一 致 收 伍 ， 
2701. 太 SS 


二 


一 二 inz= 六 Cr) ， 


liam { 一 lim 一 


并 有 
Frzy 一 rr 一 nz 一 1) 一 alnClHCzr 一 11 


一 2r 一 1 一 2 一 ]) 十 到 (xz 一 了 

十 DCCz 一 1)37| 

_ 了 工人 衬 二 1 dpe2 aa 1 

- 南 | 工 | 让 < Ce 十 4 二， 

其 中 4>>0 为 溃 数 ,上 述 不 等 式 可 在 适当 大 的 取 


定 后 当 *>>Ai 时 成 立 , 显然 对 任 给 的 es 盖 0, 存 在 :使 


当 mV， 时 ,Ca2 十 4 二 < 扫 sy 于 是 ,到 N 一 


maxty ya， 则 当 = 盖 杂 时 ,对 于 fl,al 上 上 的 一 切 = 
信 , 均 有 
[天 (zz 一 | <e. 
因此 ,六 (xzx) 在 C1,a9 上 一 致 收 敛 ， 
2762. fr) 一 YI1 十 i50<z 扫 2. 
10<T<1 
世 1 < 


解 An)-Jim ze)=| 
| 产 (z 一 疙 ze 一 | 罗干 辣 一 1 
168 


一 广安 z 于 是 ,六 fz) 一 0. 因此， 
妆 | 时 ， 
lim (xz 一 0 一 (zz) 


取 使 0<a<1, 不 论 * 多 么 大 ,只 要 取 一 方 ， 


就 让 


由 [ 志 一 攻 。 工 一 1>>e。 


一 子 2 一 
天 | 
因此 ,六 (z) 在 [0,10 上 收 各 而 不 一 致 收 煞 ， 
2764. 设 .Fz)? 为 定义 于 区 间 人 ka , 刀 内 的 任意 函数 , 且 


六 Crz) 一 EEF22Cn 一 1,2，)， 
证 明 , 当 ?#->2o 时 ， 
六 (r) 了 rz)fae<x<ct)。 
证 由 于 
LPGoD 一 Fa)1= 革 1Cako 一 aop1< 二 ， 


故 对 任 给 的 e>0, 若 取 = [二 ], 则 当 za>N 时 ， 
对 于 一 切 二 筷 (Cai， 均 有 
| 乒 (z) 一 了 ()| <E 
因此 ,Atz) 在 (ay6y 上 一 致 收 误 于 六). 
2765. 设 函 数 zz) 于 区 间 《ee 的 内 有 连续 的 导 枯 数 疡 (z)， 
且 


二 
他 


CoD=afz = 十 元 | 一 .Fez) |. 
证 明 ; 在 财 区 闻 xs 和 肥 xz 反 上 (其 中 a<e<9 一 5)， 
六 Crz) 卫 疡 (Cr)， 
了 7 


证 ”考虑 Ce 8] 其 中 ae<ar<a<< 有 8 一 5， 
由 于 六 (zta 充分 大 ) 在 fo ,名 ] 上 有 连续 的 导 函 数 ， 
页 由 微分 学 中 值 公 式 , 得 
广 Cz=x[ 几 =+ 二 | 一 Prez]=ap|z+<] 。 工 
=P|z+- (0<6<1). 
允 困 疡 (xz) 在 [ea , 记 ] 上 连续 ,所 以 户 Czr)7 在 [Ca 让 
上 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 s>0 ,存在 95= 人 Ce)>0， 
全 对 于 [as, 六 ] 上 的 任意 点 忌 及 2 只 要 当 | 守 一 2 < 
时 ,就 有 |P(z) 一 P(za1<e 今 取 N=[ 坊 ]+1 
一 ke) 
则 当 aa>N 时 ,有 寺 << 广 <. 
于 是 ,对 fa,8] 上 的 一 切 x 值 ,只 要 六 足 人 能 大 ,就 可 
保证 x 与 z 十 卫 均 属于 [w ,B]. 于 是 ,对 于 [ap] 上 的 
一 切 值 z, 均 有 
Hz) 一 PCz1= PCz 十 二) 一 PCoj<e 
国 此 ,六 (zc 在 [ee 的 上 一 致 收 侣 于 .xz)， 


2766. 设 六 z) 一 之 二 /fx 十 三 ) ,其 中 Ar) 为 连续 函数 


证 骨气 列 广 (z) 在 任何 有 穷 闭 区 间 避 ,的 上 一 致 收 笋 . 
证 ” 记 关 (z) 的 极限 函数 为 中 Cz)，, 则 


FCz) 一 limcz) 一 | ”rapd 


J 了 7 


(人 D< 和 <1 和 一 0 1 天 一 卫 )， 
由 于 Frz) 在 [Ca 十 1 上 连续, 杉 它 在 Ce 古训 上 一 至 
连续 , 即 对 任 给 的 <>0, 存 在 3 一 Ce)>0, 恒 对 于 
[ee 十 1 上 药 任 意 点 辽 及 培 , 只 要 当 | 妆 一 友 | 天 全 时， 


就 有 17(z ) 一 F(zoO1<e 今 取 = [全 ] 十 1, 则 当 a> 


Yesrse 时 有 | < 十 亏 十 一 rj 一 | < < 广 


< 且 z 十 三 E Ka ,6 十 1 十 一 二 呈 -E [a 5 十 1 一 吕 ， 


1， 1， 
于 是 


<、1 f ， 如 
二 袜 二 | /= 二 + 全 一 玫 = 二 去 
一 
<< 忆 二 开 oe 一 e 
『 mm 中 


因此 ,六 (z) 在 [e; 交 上 一 致 收 敏 于 Fa)， 
研究 下 列 级 数 的 收 伍 性 ， 

2767. yz (a) 在 区 间 (zj<gy 内 ,此 处 g<1,(c) 在 区 闻 
| 一 1 内 . 
解 《a) 由 于 jz < 及 收敛 (0 < < 1 ， 故 由 


了 7 


外 耳 什 竺 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 2)z 在 lz1<e<1 
内 绝对 并 一 到 收敛， 
(6).S。(z) 一 > 一 


1<+ 时 ,有 


总 (1) 一 lims。 《全 一 开 
一 工 ” 


取 s 使 0 一 s 一 广 , 不 论 x 多 人 么 大 ,只 要 取 z 一 
就 有 


二 ， 


> 六 > 


2 
1 一 YY 2 
因此 ,级 数 > ix 在 fiz|l < 1 内 收 笋 而 不 一 致 收 伊 . 


中 -4 志 | 


2768. > 专 ， 在 闭 区 间 一 1<r<1 上. 


解 由 于 | 到 


< 点 及 盖 ; 点 收 伍 , 故 由 外 耳 什 特 拉 斯 
判别 法 知 ,级 教 之) 县 在 [一 1,1) 上 绝对 并 一 致 收 和 
2769. 2 一 =? 在 闭 区 间 0 忆 <1 上 . 
解 3S.4zr) 一 2 一 交 ? 


一 (1 一 3 人 巡 一 工 一 因 +1 


利信 


于 是 ， 


了 73 


1] , 若 0 Y< 1 ; 
0 大 z 一 1， 
了 s 使 0<s<< 六 ,不 论 = 多 么 大 ,只 要 取 z 一 


就 有 


SCx) 一 imS， 【《 立 ) 一 | 


上 


世 E2 -| -| 二 -| -3 
因此 ,级 救 >)G 一 xy" 在 50,1] 上 收 丝 而 不 一 致 收 
就. 


2770. 盖 { 生 一 芝 ， 一 1<z<l 


LT Le e 1 
解 .5.4zr) 一 立信 一 产 了 -= 一 总 
(一 itnsSfrz) 一 工 ， 


加 [zjvr 1 工 
15zy 一 55z) | 一 十 本 窑 挟 二 < 革 . 


于 是 对 任 给 的 e>0, 若 取 N= [一 ] , 则 当 a>N 时 ， 
对 于 [5 一 1,1] 上 的 一 切 二 值 , 均 有 
| sz 一 SCz) < 


者 一 ] 


蕊 | 


一 - 光 
2771. 2 FTDzTDGOETDI0<z<+c 


LS TI 
解 ”3S,Cz) 一 之 。 FT 十 GE 二 1 
174 


_ > [一 1 -二 上 -] 
( 才 一 1 二 十 丽 二 十 1 
1 
如 十】 
当 凡 < 工 < 十 ce 时 ,有 
ofr) 一 lim3 (一 1 


取 a 使 0<a<< 访 ,不 论 ” 多么 大 ,只 要 取 z 一 荆 ， 


RD 


王 


= 一 1] 一 


广 >en。 


一 一 


必 亚 
因此 ,级 赦 之 ， [一 1 十 订 Gz 于 1T 在 (0, 十 oo) 
上 收敛 而 不 一 致 收 伍 
忆 1 
2772 人 2 王 二 厅 二 下 下 1 阅 10<x<+oo， 


1 i Sn 1 
有 于 | 和 TGFaTD| <az0c>0) 及 宙 
站 伍 , 故 由 外 耳 什 特 拉 斯 判别 法 知 , 原 级 数 在 (0, 十 cc) 
上 忽 对 并 一 致 收 敏 . 
2773. y、 


类 .下 . 
气 (1 十 z)(CI 十 3z7 0 干 72j 


ta)0<x<e 其 中 em>0;506)eSx 扫 十 co， 
解 ” 当 x=0 时 ,显然 级 数 收 黎 于 零 . 
当 XX 人 时 全 


UatX 一 


则 有 


mnX 
《1 十 发 1 十 2 (1 十 nx79 


79 


BT) 。 纪 十 ] 。 | 
Ji 守信 =tm[ 痊 1】 十 (# 十 二 


故 级 数 > ,ws(z) 收 伍 (z > 0). 易 见 ,此 时 


]=0o<1， 


Siz 
《十 六 从 十 并 十 且 工 ) 


S.(z) 一 afzr) 一 
点 王 ] 
=- 了 [一 ] 
人 (1] 十 )e 人 十 ( 伏 一 rz) (十 站 (十 kr 


1 


一 一 《1 十 z)0 十 2zof1 二 zz) 


下 上 
《 当 提 一 2) 和 


因此 有 
访 攻 开 ) 一 msSv(z) | 
《a) 当 工人 20 时 ,有 有 


__ 1 

ETIEEOTTOEEY3 

取 0<a<1. 对 于 任意 大 (但 固定 的 ?2 ,由 于 

1 
Jrm 7T 二 TI 二 2 一 1， 

赦 可 取 0<zo<<e, 司 
1 

《1 十 of 十 22o07f1 十 好 并 0 


0, 若 二 0 
1 , 若 工 2 日 ， 


0 
即 
|$ (ze 一 SCzo) | >>， 
由 此 可 知 ,组 数 > iu(z) 在 0 扫 工 扫 E 上 不 一 致 收 黎 ， 


二 mm 


[6) 当 PE 及 3 时 ,由 于 


eol RE 
(1 十 工 必 1 十 2z7 【1 十 az) 


了 7 让 


庆 站 
< 《1 十 工 ) 
本 


1 十 az 十 了 TaG8 一 1)22 十 十 到 


好 .站 
< 。 
3 一 让 一 全 于 


__ 必 6 
LT 全 玉环 ， 


得 吧 加 


知 , 原 级 数 在 Ge, 十 心 ) 上 绝对 并 -- 致 收 伍 . 
“7 74. 利用 外 耳 什 特 拉 斯 判别 法 ,证 明 下 列 函 数 项 级 数 在 所 
指 区 间 阁 全 


(GD 二 一 一， 一 co<<r< 十 coi 


件 mm 工 


(2 1 ,一 2 二 工 忒 十 oo 


请 2] 


《B) 3 1 二 ] 十 mr 站 < XS 妇 十 coj 


酒吧 了 
(Cr) 2 于 呈 fx|< 十 cc; 


-)， 斑 馆 |x|< 委 2 


汪 国 


《 冰 》 5 和 拓 ;， = ，ix| < 十 cei 


，|x | <<a,a 为 任意 正 数 ; 


了 77 


Ca) 之) 和，|x|< 必 十 co 
一 上 


(CD 之 ， |x| < 十 co; 


KK > : 十 亲本 5 ,| 症 | < 


隔 一 芋 


(m) zze DO<Sx<< 十 co 


隔 ww 上 


〔《M2? iarc te 二 ,|z| < 十 co 


解 ez 


1 1 
委 证 及 之 , 诗 收 伍 , 故 级 数 


X 十 ms 
之 ， 二 在 (一 cc， 十 ce) 上 一 致 收 黎 . 


(一 1 1 ] 
X 干 郊 < 一 和 科 六 | 


Co> 一 2 但 Z) 起 ; 收 笋 , 改 级 数 冯 于 区 


人 十 各 
在 (一 2， 二 co) 上 _ 致 收 航 . 
《B) 当 x 一 0 时 ,级 数 显然 收 敏 于 零 . 当 x>0 时 ， 


T 十 nt X > ?| 


《6 考虑 hn 兰 2, 有 


、 工 
2n2 


1 十 Dec 
又 因 二 2 收 敏 , 故 级 数 3 本 在 [0,. 十 co) 上 


一 致 收 各 . 
《ry) 当 最， 


[| < 二 又 因 2 证 计 收效， 故 级 数 之 
了 7 本 


一 致 收 化 , 从 而 ， 灰 级 数 袜 | 当 Ilz1<e 时 一 致 收 
[六 
效 ， 
(《X) 当 |z| < 十 ee 时 ， 3 | 大 之 二 


收 敏 , 故 级 数 ， 5 当 lz1 < 十 co 时 一 致 收敛 . 


丰 愉 号 再 . 汪 


《3s) 当 | 字 | < 十 ce 时 ， 


1 L 
委 元 , 且 之 ， 访 收效 ， 
本 十 下 


故 级 数 >; cosez 当 |z| < 十 co 时 一 致 收 钱 


SS] 共生 


辣 2 六 考 , 且 ) 二 收 喜 ， 


旦 至 7 


《H) 当 | 字 | < 十 ce 时 ， 


族 级 数 ) Soz 当 |z| < 十 ce 时 一 致 收敛 . 
4 当 于 充分 大 ( 即 = 演 mm) 时 ,对 于 |z| < a, 有 
革 1 
mn| 1 + 二村 | 二 十 0| 吉 |. 


灵 < 
和 一 一 圭 》 
但 当 | 了 | 必 全 时 了 祥 - 开 2 | 而 之 ， nlnzz 收 误 


以 及 盖 ) 志 也 收效 , 故 级 数 >)ln(1 十 -5-) 当 |zj<a 


时 ,一 臻 收 黎 ， 
x ) 利 用 2619 题 的 结果 ， 
【0 当 X20 时 ,e 


了 
好 jn 


12X3 
2 故 
双 一 < 于 是 ,|xze -|<< 二 ,此 式 对 X 一 站 也 成 
J 了 3 


竟 , 又 因 > 上 收敛 ， 故 级 数 之 )zeer 当 0D<Sx 


im ] 


所 十 ce 时 一 致 收 伍 . 


CN 由 于 妇 十 m 闻 2n7 1x| , 故 二 | 去 么 了 
当 n 充分 大 (人 nZme? 时 ,对 于 |x| 反 十 =， 
2 全 郊 作 个 
SLC 《人 -一 一 5 7 =| = 茎 -+o| | ] 
La |， 
2 


又 因 >) 去 及 > 十 均 收 伍 , 故 级 数 >)are te 二 工 


当 |z| 近 十 ce 时 一 致 收敛. 
研究 下 列 函 数 项 级 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 收 伍 性 : 


2775. > smas (a) 在 闭 区 间 e* 妇 zs2xr 一 ee 上 ,其 中 >04 


《6 在 于 区 闻 0 和 rz 委 2r 上 、. 
解 (ai) 当 SS<< 扫 2 一 时 ， 
I 
人 sosz|l<T 一 喜 < ， 


1 广 束 总 ] 人 交 


又 二 趋 于 零 并 且 不 依赖 于 z, 故 由 迪 里 黑 里 判别 法 知 ， 


级 数 > sinzz 在 Ce,2x 一 可 上 一 致 收 误 . 
(6) 级 数 > siozz 在 [0,2m 上 条 件 收敛 *). 但 它 不 
一 致 收 伍 ,这 可 用 反 证 法 获 证 。 设 > us(z) 在 [0,2x 上 


了 GT 


一 致 收 伊 ,其 中 0 


则 应 有 : 任 给 se>0, 例 如 取 e 一 二 二 , 必 存 在 和 一 NE) 


《 它 与 工 无 关 ), 使 当 # 关 和 中 ,对 于 LOL2m 上 的 一 切 全 
值 , 均 有 

| ef 十 zs+a 《人 十 了 to 全 | <E， 
其 中 己 为 任意 目 然 数 . 取 As 之 2 记 m 一 max 


[ 富 ,二 守 5]] ， 刚 ii, 又 取 产 使 #o 十 户 一 凡 : 十 


1, 则 应 有 
| zs 立 ) 十 引 + 下 福士 和 十 下 所 ) < 
也 即 有 
| 袜 wp|<s= 二 exerco2m) 


岂 
- 妈 十 ] 钰 ac 十 放 


今 取 xo 一 这 2、 于 ,当然 上 式 (1) 也 应 成 立 ， 


但 是 另 一 方面 ,出 于 当 了 十 1<n<N: 十 2 时 ， 


显然 有 0<nxo< 了 了 ,让 有 sinmro2Pzo 。 一 万 2 


sinzmzo、- 


于 是 ,wxzo) 一 一 一 一 拓 -AN 四 :从 而 有 


wzro > 六 5 > 1 


Na Ma 
本 二 LE 十 3 z 十 1 上 十 


1 1 1 
全 页 二 2 * (Ve 十 2 一 训 ， 
它 与 (1) 中 当 z= 一 xz 时 相 球 盾 . 这 就 证 明了 级 数 
了 382 


一 一 - 一 - -一 - -aa 


2770. 


2777 


后 


> ez 在 [0,2m 上 条 件 收 名 而 不 一 致 收敛 的 结论 


伸 吗 下 


# ) 利 用 2698 题 的 结果 . 
,2rsin 了 D<Y< 十 on， 


峡 因 】 
解 记 必 (z 轨 一 2sin 5 一 1)2…)， 当 0< 一 xz 二 十 co 
时 , 击 于 


1 1 之 、。 
了 一 六 (本 


| az 加。 


而 六 二 | 过 } 收 伍 , 故 原 级 数 绝对 收 化 ,从 而 收 笋 . 


但 瑟 在 (0, 十 ce)? 肉 并 不 一 致 收 误 , 如 知 不 然 , 即 设 它 一 
致 收 和 分 , 则 对 人 尾 给 s>0, 例如 取 es 一 1 必 存 在 六 = 人 te) 
《 它 与 工 无 关 ), 司 当 ?之 帮 时 ,对 于 (0, 十 cc) 内 的 一 切 
工 值 , 均 有 

|araiCr) 十 xnrzfz 十 十 zefzy|<Es 
其 中 户 为 任意 自然 数 . 今 取 训 一 1 一 , 则 对 于 一 切 
和 上 ,十 ce, 应 有 

[av <e 一 1. 

又 取 am 一 耻 和 GE (0, 十 ce), 则 也 应 有 javritzoj 
扫 1. 但 事实 上 却 有 


tifzo 一 2+1sin 


1 wa ， 五 
STR 和 sm -7 


一 28+1>1， 
这 与 | zw+ 《30 |<1 耶 盾 ，. 证 毕 . 


Te 


《一 1)” 
人 >， 工 十 天 < 十 CD 


本 了 


了 53 


”一 -一 一 站 上 more rr 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 一 .…-- 


解 辫 一 1 之 1 当 0<z< 二 ce 时 ,一 
< 二 ， 它 单调 一 致 地 趟 于 零 . 因此 ,由 迪 里 黑 里 判别 法 
知 ,级 数 ) 后 当 0 < 工 妇 十 co 时 一 致 收 化 
2778. 三 ossa 
解 当 0<z<2r 时 ,显然 一 1 对 于 单调 递减 , 同 
FS < 二 1, 故 当 "一 时， 


在 0x<2r 上 一 致 地 趋 于 零 又 由 于 


时 由 于 0< 一 一- 一 - 


| 袜 5- 7D*| 和 1, 故 原 级 数 在 Co,2z] 上 -一致 收 敏 


总 f{ 一 -12e 宁 世 
2779. (一 1 二 ;lzl 近 10 
之 ， 了 | 工 | 
解 “|Y (Del<2, 记 &(z 二 一 上 
队 ”| 实 ? 记 和 (7) 一 3 下 寺 ' 由 于 


] 1 
风 5 史 ya 十 1 十 三 
ea 0 《| 荆 | 近 10)， 
故 2 人 z) 单 调 一 下 地 起 于 过 因此 ,由 迪 里 黑 里 判别 法 
知 , 级 数 在 [一 10,10] 上 一 致 收 黎 . 


卫生 


2mx 


吕 写 总 全 
3 
2780. 2 -二 二; 一 c <<z < 十 oo 


< 2 1 2 1 
角 ce 经 |< 一 一 ,又 一 一 -一 -一 
3 sin 了 3 ww 十 


对 于 每 一 个 zxE( 一 ce, 十 ce) 都 是 单调 递减 的 , 且 由 于 


1 ] 
< 一 YY 一 证 - 因 昌 
-二 乓 方 , 故 对 每 一 个 一 臻 地 趋 于 淮 - 因此 ,由 迪 


里 黑 里 判别 法 知 ,级 数 在 (一 cp, 十 cp)? 上 一 致 收 笋 . 


2781. Snzsinmz ,0 < zx < 瑟 十 co 。 
之 哆 给 填 底 


解 当 z 一 2ox(m 一 0,t,2…) 时 ， 
仿 ,sinzsinm == 
业 权 上 


当 证 下 2 让 (人 扩 一 好， 上 时 ， 
> )sinzsinkz | 一 |sinz| * > sinkz| 
是 中 工 


mm 
1 


< 妇 |sinz|，* 二 
3 


一 2jecos 到 | < 
于 是 ,对 于 一 切 交 人 [00， 十 ce] ,的 有 
| 症 sinzsinkz | 去 2， 


对 于 每 一 个 zE[0, 十 co)? 关 于 对 都 是 单调 递 


1 
理 十 之 


] 1 时 1 沁 
四 这- 一 -一 有 一 本 亡 x 本 一 天 一 一 于 工 


了 830 


区 


在 0 去 zx 所 十 se 上 一 致 地 趋 于 零 . 因 此 ,由 迪 里 贞 里 判别 


2782. 一] 一;0 二 xz 一 上 
一 一 一 一 Cx 
] 时 大 (十 工 ) 
(一 1 (一 1 1 
解 村 一 由 于 


另 一 方面 ,一 一 对 于 每 一 个 ze ro, 十 co) 都 是 


1 十 一 


好 


1 

单调 递增 的 旦 有 界 ， 去 1 
本 
国 此 ,由 亚 伯 耳 判别 法 知 , 原 级 数 在 [0, 十 cc) 上 一 
玛 收 敏 ， 
+* ) 利 用 2672 是 的 结果 . 
2783. 不 连续 函 孝 的 叙 列 可 和 理 一 致 收 伍 于 连续 函数 ? 
解 可 以 ,例如 ,函数 叙 列 
大 (z 一 人 pz)Oem 1 2 


_ 0, 若 工 为 无 理 数 ; 
且 中 PT 一 1, 若 工 为 有 理 数 ，. 
显 热 ,上 (在 一 ce 过 xz< 十 co 上 每 一 点 均 不 连续 ,但 由 
于 
| 关 (Cz) | 么 三 (一 1 .2 下 一 Go 史 交 人 十 cp) 让 


06 


“784， 


2785. 


矶 当 Poco 时 , 廊 (z) 存 一 ceo<xr 居 十 ce 上 一 致 趋 于 零 . 
而 疙 xz) 三 0( 一 ceo<z< 十 cc) 显然 是 连续 函数 . 此 计 说 
明 ,不 连续 范 数 的 叙 列 仍然 可 以 一 致 收 侣 于 连续 函数 ， 
证 明 : 若 级 数 


Te 


> PCz)| 


只 一 1 


在 ta, 的 上 一 致 收 敏 , 则 级 数 SVFCz) 在 re 的 上 也 一 


致 收 襄 . 
证 由 哥 西 准则 及 题 设 知 :对 于 任 给 的 se>0, 存 在 六 一 
Ne 使 当 2 时 ,对 于 ra, 的 上 的 一 切 二 值 , 均 有 
| 六 HCZ) | 十 | Fr) 十 …… 十 | +) |<e， 
其 中 太 为 任 章 自然 数 . 由 于 
|FKz) 十 六 az 十 十 六 (zs 宝 | 乒 Ce) 
十 jz 十 …… 十 | 六 (zz)|<e， 
故 根 据 一 救 收 黎 的 避 西 准则 知 ,级 数 


在 [ae , 玖 上 _ 致 收 敏 

若 级 数 
Y/。 (过 ) 

在 fa, 拉 上 绝对 并 一 致 收 笋 , 则 级 数 
> | 六 Cz)| 


在 fa, 刀 上 是 否 必 定 一 致 收效 ? 
和 解 未必. 例如 ,级 数 
了 857 


人 > 一 1)"(1 一 )z 


尾村 


在 人 ,1] 上 绝对 并 一 致 收效 ,但 其 绝对 值 级 数 不 一 致 收 
效 . 事实 上 ,级 数 


>y， | 一 11 一 zj 一 y (一 工 ?" 
在 (0,1] 上 收 敏 而 不 一 致 收 误 *). 因此 ,我 们 只 要 证 明 
级 数 > (一 1D)"(1 一 zz 在 [0,1] 上 一 致 收 敏 就 可 以 


了 . 首先 , 当 z 一 0 及 上 一 1 时 ,级 数 Y(_ 1 ,Cl 一 
Tht” 量 然 收 癌 . 当 D<zr<c1l 时 ,级 数 > (一 1 5 一 


z) 和 一 (〈] 一 rz 2 (一 lz 是 交错 级 数 且 满足 菜 布 尼 
兹 条 件 ， 改 也 收 敏 要 证 其 一 致 收 敏 , 只 要 证 其 余 式 
玉 (xz)》 一 y， (一 1 一 开 ) 一致 趟 于 零 ( 对 0< 委 工 执 


点 咖 革 中 卫 


ti> 即 可 . 按 满足 菜 布 尼 兹 条 件 的 交错 级 数 的 余 式 估计 ， 
丰 
| 民生 《1 一 ?xzoICO<Cs17 71) 


令 fxz) 一 (1 一 z)xotl ,通过 求 导数 易 知 此 函数 在 “一 
2 时 达到 其 在 0< xz<1l 上 的 最 大 值 , 放 当 0<z<1 
时 , 恒 有 

os 和 川 2 让 = 


于 是 .由 51) 式 知 
755 


Sinzf2AX+zTrTD7 


当 立 红 故人 2 ， 


喇 1n 宇 K 2 十 3 开关 3， 


十 2 
玉 w [和 3 一 妆 立民 攻 安 一 (十 3 和 一人 二 全 让 ; 


1 
十 疡 


全 1 炎 全 请 十 闻 十 1 二) ， 


当 元 已 太空 一 《十 着 1> ,六 一 (二 天 


性 + 其 它 点 袜 
因此 , 当 用 <- 工 芝 ] 时 , 重 有 


1Rvw(z)1< 古 . 
由 此 即 知 :对 于 任 给 的 e > 0, 只 要 取 = [ 工 ] ,出 当 > 


> 总 时 ,对 于 00,15 土 的 一 切 z 值 , 均 有 | 只 wz <e， 
其 中 户 为 性 意 自然 数 . 由 哥 西 准则 知 , 正 项 组 数 


2 (xz) 在 5C0,1] 上 绝对 收 租 上 且 一 致 收 笋 .下面 证 明 ， 
不 可 能 用 某 正 项 收 敏 数 项 级 数 作为 其 强 级 数 .采用 反 证 
法 ,假设 有 某 收 化 的 强 级 数 > \av, 其 中 c。 > 0 是 常数 ， 
即 在 C0,1] 上 有 站 

| 六 (zz 所 ao 人 nm 一 2)， 《17) 
且 2 收敛 ,以 下 将 说 明 由 此 引出 矛盾 .事实 上 , 据 (1) 


式 对 一 切 工 E [0,13 均 成 立 . 今 取 工 一 避 2 ”显然 
?90 


有 
2 Doc2 
因此 得 
az- 菩 | 六 (Cr | 一 二 sinzC20+1rz) 一 工 >0. 


略 


由 > ao. 收 敏 得 知 > 十 也 应 收效 ,这 与 众所周知 的 绥 
数 >， 二 的 发 散 结 论 相抵 触 . 证 毕 . 


2787. 证明 : 若 各 项 是 单调 函数 的 级 救 


SPcz) 
在 闭 区 间 C,b3 的 端点 绝对 收 仇 , 则 此 级 数 在 闭 区 间 上 a， 
b] 上 绝对 并 一 致 收 敏 
证 “” 按 题 设 ， 二 | 处 Ca7)| 与 | 乱 垣 ) | 均 收 敏 . 令 
一 max(| 和 (| ;| 和 全 )| ,由 于 0 二 和 二 Re| 二 
| 名 (6 | , 帮 知 


> as 
时 mr 二 

收敛 . 由 于 和 (x) 在 Ca,bJ] 上 是 单调 的 , 故 
|pufx)| 委 aa 和 xs<bin 一 1,2,…)， 


由 外 耳 什 特 拉 斯 判别 法 知 ,级 数 


六 ， 忽 ( 荆 ) 
在 人 a,bl] 上 绝对 并 一 致 收 伍 ， 


2788. 证 明 :和 形 级 数 


”233 


证 设 笑 级 数 


的 收 化 区 间 为 (~ 一 R,R7CR>>0) ,CabCC 一 R,R). 仿 
T 一 maaxf |a|，| 袁 | >》， 
则 当 字 世 [2 0] 时 ,有 


[si 委 | ”|r 扫 一 ae]|， 
由 题 设 知 > ， lasz| 收 伍 , 故 诛 者 级 数 在 [re,5 上 绝对 并 
一 致 收 伍 ， 由 避 ， 4] 的 在意 性 ,本 题 获 证 . 
2789. 设 .~ = 且 级 数 2， | 工 | 收 敏 .证 明 ,级 数 
1 
当 二 


在 不 包 舍 点 atz 一 1,2，…) 的 任何 有 界 闭 集 合 上 绝对 
并 一 致 收 伍 . 

证 设 吾 是 任 一 不 包含 点 az 一 1,2) 的 有 界 闭 集 ， 
则 存在 常数 邮 >>0, 当 xzE 已 时 有 


| 魏 权 是 | 记 | 天 1 一] 2) 


由 于 盖 | 去 | 收 贫 ,区 lm 让 [一 %. 因此 ,存在 N, 使 当 
1 EC 时 ， 
[这 1< 亏 
了 02 


于 是 , 当 ny 时 ,有 
1 1 


1 
_ ， 雯 
去 ia-| 11 工 | le 4 一 | 诗 
让 要 
1 2 
STe Te 
2 
由 于 盖 全 | 收 禹 ,大 | 二 元 | 在 已 上 绝对 并 一 
致 收敛 


2790 证明: 若 级 数 > 'a, 收 全 , 则 巡 黑 黑 里 级 数 


Te 
人 
工 
下地] 好 


当 x 沁 0 时 一 致 收 伍 ， 
证 0 一 皮 迄 1, 且 二 对 每 一 个 过 六 0 是 单调 的 . 又 
Ye. 当 z 沁 0 时 一 致 收 敏 , 故 由 亚 从 耳 判 别 法 知 ,级 数 


重 四 


> 尖 当 工 2 0 时 一 致 收 笋 . 
2791. 设 级 数 ye. 收 敏 . 证 明 :级 数 
Sauce-- 


于 m 1 


在 域 了 上 谊 0 内 一 臻 收敛. 
证 0 一 ee 一 所]1, 且 ee 对 每 一 个 庆 闷 0 是 单调 的 . 又 


yw, 当 = 疡 0 时 一 致 收 仇 , 故 由 亚 伯 耳 判别 法 知 ,级 数 


及 上 辐 了 


了 了 


“2 


acer 当 工 六 0 时 一 致 收 伊 , 


证 骨 :函数 


圳 到 】 开 


在 域 一 ce 近 工 所 十 co 内 连续 并 有 连续 的 导 函 数 . 


证 ”首先 证 明 rz) 连续 . 事实 上 ,由 |smz| 二 二 及 


失 


> 1 提 3 的 收 误 性 即 知 , 原 级 数 当 一 ce 所 工 所 十 ce 时 一 


灵 1 


致 收 伍 . 又 由 于 sme 在 城 ( 一 co， 十 co) 内 连续 ,和 " 级 
数 袜 2 革 的 和 /(z) 在 (一 ,十 cc) 内 过 红 . 


Sin2 区 COS 并 人 
允 苦 ? 


本 


其 次 再 证 明 广 (z) 连续 . 由 于 元 


连续 ,是 级 数 cos 当 一 co < 工 切 十 co 时 一 致 收 
化 , 故 再 次 根据 函数 项 奴 数 一 致 收 伍 的 性 质 , 即 知 上 述 
级 数 的 和 在 (一 co, 十 co) 内 连续 , 且 有 普 (z) = 之， 


| 
交心 号 加 工 
失 2 “ 


2793. 证 明 : 画 数 


1 = 也 机 二 本 
民情 除开 一 性 士 1 ， 士 所 外 ,在 一 切 的 点 有 征文 并 且 
是 连续 的 ;(5)? 为 周期 函数 ,其 周期 等 于 1. 


了 9 


证 考 虚 级 数 (1) > 二 二 二 及 (2) >。 一 二 


显 铸 , 当 关 天 开 ( 才 一 任 ,1;， 2 .) 时 ,级 数 (1) 收 伍 ; 当 x 
天 一 了 一 1 2 7 时， 于 改 人 因此 ,当地 尖 0， 


土 1*， 土 2 -时 ,级 数 > 荆 二 5 收敛， 


Ka) 因而 在 除了 一 0, 土 1, 土 2,…* 外 的 一 切 点 上 
rzy 有 定义 ,下 面 为 了 证 明 /zy 在 任 一 鳄 工 一 zoCzo 
天 类 一 0 土 1, 土 2…) 处 了 rr) 连 续 ,我 们 可 以 在 
《[xzoyCzo] 十 1) 内 考虑 一 个 包 售 mm 的 区 间 Ce 的 : 

[frac rp [zol 十 1. 
记 户 一 maxt1a2ly15) .在 ca, 如 上 考虑 级 数 (1) 及 (2 
当 :#* 适 当 大 时 (例如 之 mao)y* 由 于 


1 | 一 1 一 1 
《 关 一 二 |< 《Hi 一 | 妆 | 去 《好 一 大 ?2 


安 : 


1 1 
本 一 | 下 科 仙 51， 
二 1 
是 2 页 5 收 和 ， 故 级 数 2 三 一 25 及 


坤 四 心 


1 
《一 天 一 并 7 


福 世 m 在, 久 上 一 至 收 笋 从 而 级 
过 《六 二 二 及 过 【一 《一 几 一 开关 在 [ay 上 一 致 收 伊 ， 


也 即 > 去 一 5 在 [a, 的 上 一 致 收 伊 . 于 是 ,其 务 


数 Frz) 在 [a， D 上 加 羡 ,因而 zy 在 点 ze 连续 ， 
6) 妆 荆 天 间 士 1 ， 士 2 时 ,有 .Ar 十 1 一 
了 95 


十 sc 1 加 于 o 1 _ 
之 [xz 一 (《z 十 1)92 2 [人 (一 12 一 5 和 作 指 标 
变换 加 一 半 一 t,. 则 当 盖 一 0 十 1， 士 立 9 时 有 着 一 0 
士 工 ， 士 出 ，ee， 因而 得 

< 1 
Fozr 十 1) 一 之 二 xz)， 
上 式 表 明 , 当 袜 关 0, 土 1j, 十 2,… 时 ,Frzr) 是 一 个 以 1 
为 周期 的 周期 国 数 , 证 毕 . 
27g. 证 明 :级 数 
人 [re 一 《 拉 一 1)e 一 人 0] 
在 闭 区 彰 过 工 委 1 上 收 侣 但 不 一 致 收效 ,而 它 的 和 在 
此 线段 上 是 连续 函数 ， 
证 ”考虑 部 分 和 
Serz) 一 > [bre ia 一 ( 才 一 1)ze 4 六] 
一 FE， 

显然 ,在 (0,13] 上 其 极限 画 数 SCz)? 存 在 ( 即 缓 数 的 和 )? 且 

连续 : 

(TD 一 [imS(z) 一 0 
但 此 级 数 在 [0,1] 上 不 一 致 收 伍 .用 反 证 法 . 若 不 然 , 即 
若 一 臻 收 敏 , 则 对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 数 如 = 六 (se) ,使 当 


一 SCz)|<e, 今 取 a% 一 立 e-!, 应 有 
SCr) 一 Sr) | 一 言 e 


了 5 


2795- 


取 xz 一 za 一 二 , 则 也 应 有 1S.(z) 一 SCz)1 一 二 er 但 另 
1 SCzo) 一 六 (ro | 一 Sro) 一 后， 

矛盾 , 证 毕 . 

确定 函数 7(z) 药 存 在 域 并 研究 它们 的 连续 人 性 , 设 ， 


_ 己 了 工 、 
fa) Fr) 一 过 (z 十 3 


CO)7Cz) 一 六 工 十 


生男 


Ya 


《B7C) 一 3 二 


时 工 


解 G) 由 于 lm/ | cz+ 二 | 一 |z|, 故 当 |z|<1 时 ， 


级 数 绝对 收 线 ;而 当 |zj>1 时 ,级 数 发 艇 . 当 |z1=] 
时 , 通 项 不 趋 于 零 , 因 而 级 数 也 发 散 . 于 是 ,7874z) 的 存在 
域 为 (一 1,1). 下 面 证 明 .ffz)y 在 (一 1, 1 内 连续 . 设 
0<3<1， 刚 当 1 叶 有 有 


(z 十 二 ) RN 


上 面 已 证 级 数 > (1 一 少 十 二 因 收 敏 ， 故 级 数 >\(z 十 


只 ma 


二 六 在 5 一 1 十 3,1 一 的 二 一致 收 敏 ,从 而 .zy 在 该 区 


间 上 连续 . 由 于 少 可 以 任意 的 小 , 故 郑 7Cz)y 在 开 区 则 
《一 1,1) 内 连续 . 
立 十 拓 [ 一 1 


开 类 
(0 一 二 十 一 天 十 证 二 (一 1 二 二 天 ， 
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由 里 黑 里 判别 法 易 知 ,级 数 >;( 一 1) 二 二 在 束 


个 数 轴 上 一 至 收 黎 , 故 其 和 函数 在 整个 数 轴 上 连续 . 又 
对 于 任意 的 af 总 ， 当 人 二 { 一 |] 时 ， 由 于 


| 年 训 | 过 部 及 至 收 北 , 故 级 数 袜 二 二 二 在 
[一 MaD 上 一 致 收 伍 , 从 而 其 务 数 在 [一 M,a0 上 
连续 ,由 M 的 任意 性 知 上 述 和 函数 在 整个 数 轴 上 连续 

于 是 ,作为 这 两 个 级 数 的 和 7(z) 在 整个 数 轴 上 有 


定义 是 是 连续 的 . 
(e) 由 于 当 一 ceo<x< 十 co 且 z 关 0 时 ,有 


im zl -1 
[mA TI 二 za 一 1 下 过 二 1， 


故此 时 级 数 绝 对 收 误 . 显然 当 z 一 0 时 组 数 收 化 于 零 . 
于 是 ,六 z) 的 存在 城 为 (一 c ,十 cc). 

注意 在 任 一 点 如 天 0 上 ,例如 zoom>0 时 ,我 们 可 选 
2 二 使 0<<a< zc 考虑 二 Erae, 交 ,显然 有 


9 古 
Ci 于 字 | 
一 吾 一 下 
但 过 ， 订 干 aa7 收 仇 , 故 > 林寺 在 [ay 上 一 致 
收 生 . 注意 每 一 个 站 二 2 连续 ,因而 和 函数 A(z) 在 
的 情况 可 同 理 证 明 ) ,而 且 易 得 
_ 二 1 于 ， 1 
/7) 一 =21 (1 二 zx 1 十 富 1 一 1 
1 十 对 
JD4 


wa) 在 8 委 工 世 1 工 关上 一 致 收 租 . 另外 ,对 于 
每 个 固定 的 下, 由 于 re 天 天 , 故 当地 与 充分 近 时 ， 
《一 7 必 与 (zu 一 后 阱 号 ， 由 此 易 知 

limos(z) 一 二 sgn(zo 一 7 《 玫 一 ] 二 


从 而 , 当 x-= ze 时 ,级 数 yYw(z) 可 和 逐 项 求 极限 ,再 根据 


业 到 1 
《17 式 邑 得 
im YY) 一 了 xzo) 一 Lim ywdz) 


工业 0 了 一 0 一 


= im) 一 人 。 二 sgn(z 一 后 


| 工 习 工作 


由 此 可 知 ,zy 在 点 交 可 微 目 


Przo) 一 人 >) 志 sgn(Cz 一 准 ]。 
玫 一 ] 


静 设 ze 是 吕 ,1 中 一 个 有 理 点 ,于 是 ze = rr 天 为 ， 
某 正 整数 . 这 时 ,(1) 式 为 : 当 工 尖 加 时 ， 


zz 一 Cro) -” CTo) 一 山 ( Try 十 ofK 工 )， 《 立 ] 


证 一 全 g 委 生 虽 
一 癌 一 lz 一 rm 一 工 
其 中 ost) 加 3 《 训 一 0 本 呈 《了 工 -一 工 0 


一 sgnkz 一 交 0， 


仿 前 段 之 证 ,可 知 ; 当 x 一 必 时 ,级 数 yYw(z) 可 逐 项 取 
有 天 末 


极限 ,得 
]im > oz》 一 >》 ， Legry -~ 


开征 是 二 本 2 
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1 
一 人 (tn 一 。 
之 ， 5 区 芒 
由 于 显然 lim ww(z) 一 头 ，lim ww(z) 一 一 芭 , 故 极限 
limw (zz) 不 存在 .于 是 ,根据 (2) 式 即 知 极限 


。 并 ) 一 有 0) 
mm 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 


1i 不 存在 , 故 jzr) 在 点 加 不 可 微 . 证 


一直 吓人 一定 0 
毕 . 
2797. 证 明 : 黎 有 “ 范 数 
rz 信 六 


下 一 二 


在 域 zx>1 内 是 连续 的 并 且 在 此 域内 有 各 阶 的 连续 导 
函数 ， 


证 “显然 级 数 > 二 当 z>>1 时 收敛 , 各 项 求 导数 所 得 


级 数 为 -> lg 下 证 它 在 1<e<<zr< 十 co 上 一 致 收 


敬 (a 为 大 于 一 的 任何 数 ). 事实 上 , 当 ae 所 工 二 十 cc 时 ， 
有 


lnn -na 
0 天 交 ” 


二 


而 级 数 >， :92 收效 ( 这 是 由 于 


Do 


而 十 1 > 1， > -二 收 丝 ), 故 知 级 数 .了 ] 2 在 a< 


几 m 二 


一 十 <。 上 一 致 收 敏 . 再 注意 到 每 项 :2 都 是 = 的 连续 函 
20 


数 , 即 知 :在 a 扫 zz 到 十 co 上 订 遂 项 求 导数 ,得 

如 (rz) 一 一 下 (1 》 
并 有 旦 28z 在 ae 科 z< 十 ce 上 过 起 .再 由 a 半 > 1 的 任意 
性 即 番 人 17 式 对 一 切 1< 过 < 十 ce 成 立 , 并 旦 癌 tz)y 在 
1 < 所 十 ce 上 连续 .当然 4z) 更 在 1 拓 二 < 近 十 cp 上 
连续 . 

利用 数学 妇 纳 法 ,并 注意 到 对 任何 正 整 数 下 ,级 数 
yd 和 2 Ko > 1) 都 收 敏 ,仿照 上 述 ,可 证 :对 任何 正 束 


习 吧 工 


数 二 re (zz 在 1<z 所 十 ce 上 都 存在 且 连 续 , 并 且 可 
由 原 级 数 逐 项 求 导 数 直 次 而 得 : 


gr) 一 〈《 一 1) > Co 1 < 工 所 十 co) 
可 一 上 
2798. 证 明 : 晒 数 
2Kr) 一 壮 em 


当 工 > 0 时 有 定义 并 可 微分 无 穷 次 ， 
证 ”首先 ,我 们 证 明 26z)y 在 (0, 十 ce) 内 有 定 尽 且 可 
微 . 
在 级 数 CCz) 一 之 ， xu(z) 中 必 (z) 一 em. 显然 
有 扩 - (过 ) 一 if 人 zz) 故 只 要 考虑 级 数 
ye-mee(z > 0) 


即 可 . 对 于 每 一 个 zx 盖 0 及 充分 大 的 2 有 
< 一 一 上， 


2D2 


而 级 孝 > -了 收 敏 , 故 级 数 > ee" 收 敏 . 对 此 级 数 乏 
项 求 导 后 ,得 级 数 

一 ptte-mm 
它 在 [rs, 十 ce) 内 是 一 致 收 误 的 (e 为 任意 正 数 ), 事实 
土 , 当 # 充分 大 时 ,对 一 切 e 委 工 所 十 o , 询 有 

0 -< mp2e 一 mm < mrjz2e me < 


而 > 支 收 伍 , 故 级 数 
Sonrerne 


在 s<z < 一 二 co 上 _- 致 收 伍 . 再 注意 到 各 项 都 是 连续 函 
数 , 即 知 级 数 
十 恬 
gr) 一 > em 


一 


在 Cs, 二 ce) 内 连续 可 微 , 且 可 逐 项 求 导 数 . 由 e>0 的 任 
意 性 知 BCz) 在 (人 0, 十 ceo) 上 连续 可 微 且 可 逐 项 求 导 数 ， 

其 次 ,仿照 前 段 可 证 明 8 (xz) 的 可 徽 性 . 

再 次 ,利用 数学 归纳 法 ,并 注意 到 当 ”充分 天 时 ,对 
于 一 切 xE [se, 十 co)， 均 有 

0 一 CDiern< 
仿照 前 段 可 证 明 #z) 在 人 0, 十 ce) 内 可 微分 上 次 ,其 中 必 
为 任意 自然 数 , 从 而 ?Crz) 当 >0 时 可 微分 元 穷 次 ， 
2799. 确定 函数 扰 z) 的 存在 域 并 研究 它们 的 可 微分 性 , 设 ， 
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Ca)F(z) 一 书生 (OACz) 一 2 


解 《ay 易 知 当 fi 天 一 此 (人 (E 一 1,2 时 ,级 数 是 莱 布 尼 
兹 型 , 西 而 收 鲸 ， 任 取 证 一 0 us 一 此 (二 一 1 ， 吕 v+)。 


1* 当 ro30, 取 Pro, 则 mE[ 一 计 , 四 -在 区 间 [ 一 
二 ,6 上 ,注意 wz) 一 “和 ,有 


拉 趟 工 
， 一 1 2 
xz =() 一 人 下 7 一 1 人 2， 了 
且 连 续 . 元 5 2 单调 下 降 且 一 致 趋 于 零 , 事 实 上 ， 
当 十 息 [一 广 ,Do>1 时 ,有 
如 玫 
[IC 


显然 六 (-- D: 有 界 (小 于 或 等 于 1). 因此 ,级 数 
Dixuws(z)y 在 [0,6] 上 一 致 收 伍 . 从 而 
Fr 一 2 = > 和 
在 [0, 鸣 上 可 微 ， 当然 它 在 z 一 .0 起 可 微 
2? 当 ro<<0 时 , 必 有 ,使 
一 《 开 0 十 ]7<zo<c 一 瑟 o， 


今 选 取 4 用, 使 
一 RE 开 o。 


在 区 间 [a, 的 上 ,wz) 一 “二 连续 且 随 n 单调 下 
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降 ,并 且 一 致 趋 于 零 ( 考 感 充 分 大 的 旭 : 


有 |- mL < 一 ” 
(十 工 )2 | 2 十 27 十 如 人 1 一 22| 工 | 


下 __ 1 
委 丈 一 21g 一 X 一 2 


一 一 和 (一 oo ) 


“又 显然 知 盖 1)* 有 界 , 故 yuers(z) 在 ap] 上 一致 
收 敏 . 因而 
xz) 一 afCz) 一 S (一 12 


博 四 卫 十 上 吧 ] 开 十 了 
在 [asp 上 可 微 , 当 然 它 在 工 三 To 点 可 微 ， 
总 之 ,函数 
Ar 一 症 让 让 
在 拓 一 点 上 一 1.2: 上 有 定 久 且 可 币 . 
《6) 当 一 0 时 ,级 数 显然 收 误 ， 
当 评 访 站 时 ， 由 于 


一 一 一 一 | 工 | 一 一 | 节 | (人 ac)， 


故 Y， 地 妾 字 关 0 时 也 收 笋 . 从 而 可 知 Ar) 一 


2 志 到 -在 (一 co, 十 co) 上 收 敏 . 令 


红 工 ) 一 了 二 二 


显然 它 在 (一 =， 二 coy 上 上 黎 , 故 可 记 fox) 一 |x| 
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* 中 (x). 任 取 xzoE( 一 中, 十 ce , 则 有 10 司 一 1<xo< 
]， 当 区 扬 [一 1 , 菇 时 ， 由 于 


[| 
《n 一 1 过》 
县 > 基 收 敏 . 因此 , 2 [元 十 吉 ] 在 CD 上 一 至 


收 租 . 从 而 知 YIx 在 [一 1 世上 可 微 , 当 然 它 在 x=xe 点 
可 微 . 又 因 jx | 在 x 天 0 点 可 徽 , 而 在 x=0 点 不 可 微 ,再 
注意 到 恒 有 中 r)>0, 即 知 {x) 一 ix9x) 在 x 天 0 点 可 
微 , 而 在 x=0 点 不 可 微 ， 
2800. 证 明 : 才 列 

fx) 一 工 arctg 《 拉 一 ] 2) 
在 区 闻 ( 一 cp ,十 cc? 内 一 致 收效 ,但 

[im ju(z)7 :一 天 tm (1)7. 
证 由 于 当 * 各 (一 所 ,十 co) 时 ， 

larctgz| 魏 了 ( 一 1 2) 

故 有 

Le 1 安 贡 一 十 2) 


易 见 lim 疡 (z) 一 0 一 了 (Cz) 任 给 s>0, 选 取 凡 一 [ 云 ] ,出 
当 2#> 六 时 ， 允 于 “ 切 的 < 于) 有 
| 六 (zz 一 zy 二 二 


人 一 
2 么 TD 区 
2 2 
于 是 , 扩 (z) 在 (一 ce, 十 co 内 一 致 收 和 伍 于 零 . 但 
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2801. 证 


六。 (= 二 去， 


[lim fkz)J xn 一 xz)| -0， 
lim PC1) 一 却 天 0. 
因此 ,两 个 极限 不 相等 . 值得 注意 的 是 , 广 Cz) 在 (一 cc， 


十 ce)? 内 一 致 收敛 于 零 , 但 产 。(z) 在 (一 c, 十 ?内 却 
不 一 致 收效 于 其 极限 冰 数 : 
0 , 当 荆 天 1 
mr-co-| aa 一 | 
证 明 : 报 列 
(一 十 二 sinz| z 十 互 | 
在 区 阅 ( 一 ee， 十 ce? 内 一 致 收 委 , 但 
Clim yzr7) 天 lim yz 
证 lim7(z) 一 天 一 8 zx) 由 于 当 工 E (一 ce 
十 cc) 时 


| 记 《zr)7 一 乒 关 | 一 二 sinn| z 十 王 | | <， 


故 对 任 给 >0, 只 要 取 N 一 [二 ], 当 zx>N 时 ,对 于 一 
切 zE( 一 co 十 cc) 就 有 
| .Frz 一 把 
因此 , 产 (r 在 (一 co, 十 ce? 内 一 致 收 笋 ， 
其 次 * 由 于 
Clim ,Crz)] 一 (zc2) 一 2z， 


20O7 


2802， 


面 Ptz) 一 2z 十 cosatz 十 过 ) 当 zeo 时 极限 不 存在 ， 
当然 有 

[lim 天 (z) 了 天 lim 产 oz) 
当 参 数 a 取 甚么 值 :(a) 叙 列 

太一 说 Me 《从 一] 《1 ) 
在 闭 区 闻 50o,11 上 收 敏 : (56) 叙 列 (1) 在 [0,1] 上 一 致 收 
化 ;Ce)lim| ,六 (z)dx 可 在 积分 号 下 取 极限 ? 
解 《〈a) 当 关 一 0 时 ,对 于 任意 as, 均 有 乒 Cz) 一 0; 当 天 0 
且 >E (01 时 ,对 于 任意 w, 均 有 

Himy。 (zz 一 jimmre “一 0 
因此 ,对 于 任意 的 as, 放 tz) 在 [0,.13 上 星 于 本 数 
(rr) 一 人 0。 

(6) 由 于 PCz) 一 ae” (1 一 az), 故 当 节 一 一 时， 


jz 一 0. 又 由 于 当 x< 寺 时 , 户 。(z>>0; 当 xz 二 时 ， 


Pr)<0, 故 xz 一 二 为 乒 (z) 在 0 委 x 和 1 上 的 最 大 值 点 
， 因此 ， 

0o<ACmD 所 (位 ) 一 me (CO<z<1)， 
当 ea< 1l 且 盖 ee 时 ,1e 1 一 0. 于 是 , 当 <<l 时 ,对 任 
给 的 0 总 存在 N，, 使 当 ”> 六 时 ,对 于 一 切 的 
二 人 [1 , 均 有 

| .Fr 一 D|<e， 
即 当 a<<1 时 ,六 (z) 在 ff0,1] 上 一 臻 收效 于 零 . 当 之 1 
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注意 到 | 
| ， qimAcz)Dar=| 0. dz 一 0， 


lim| ， 人 oaxeroe ar 


一 jim 一 工 e 
“， 


章 一 上 蕊 sn 


本 题 获 证 ， 
2804. 证 明 : 氢 列 
矿 () 一 E[ 一 《如 一 1 2 
在 十 区间 避 ,1 上 上 收 敏 而 不 一 致 收 误 ,但 
im| ,AAACzoadz 一 | ， [Tim7 (zz)]dz， 


证 ” 先 证 六 (zz) 在 [50,1] 上 收 敏 .事实 上 , 当 z* 一 0 及 
工 二 1 时 ,对 任意 的 均 有 廊 (Cz) 王 0 而 当 0D<z<1 和 时 ， 
im 了 (zy 一 Hanrt1 一 7 一 0， 因此 ，, 扩 4z? 在 10,13 上 收 


敛 于 零 ， 


了 六 (xz 在 50.1] 上 不 一 致 收 分 .为 此 , 取 所 使 


0<eo<- 款 不论 禾 么 大 ,只 要 取 zx 一 
机 


} -of-v- 


站 十 1 人 
用 十 ] 


一 一 2 《一 2 )。 


-二 
那 末 取 适 当天 的 mm 当 关 >zo 时 ,就 有 
| 六 Ce.)1>> 志 > 人 
因此 , 广 人 zz) 在 00, 1 上 不 一 致 收效 ， 
2 


最 后 证 明 tim| ,APGz)az 一 | ,Clim PCz)dr、 
注 餐 到 
帮 Gimrcz3aaz=| .ov az=0， 


t ! 
im| ， (zadz=Him| ， 反 二 二 下 一 下 证 下 


=-lim| CT 一 73mcty 


一 im 


十 1 刘 十 于 1 
lim| TY 一 车 到 | 


一 [im 蕊 二 站 G 二 区 一 9， 
故 得 证 . 
2805. 于 下 式 中 
lim| 0 1 二 3 
在 积分 符号 下 取 极 限 合 理 香 ? 
解 由 于 


| si 呈 1 ]dz 一 | 0 cz 一 0， 


lim| ， 让 区 二 [dz 一 lim| 到 are 《区 | ,= 工 ， 


故 在 积分 号 下 取 极限 不 合理 . 

一 般 说 来 , 若 氢 列 广 (z) 在 [ay 妇 上 一 致 收 敏 , 则 是 
保证 在 积分 号 下 取 极 限 为 合理 的 一 个 充分 条 件 ,但 当 它 
不 一 致 收 伍 时 , 则 就 不 一 定 能 保证 可 以 在 积分 号 下 取 极 


限 了 ,本 是 就 是 其 中 一 例 . 事实 上 , 取 oo 使 0<s% 忆 去 ， 
不 论 * 多 么 大 ,只 要 到 = 一 二 ,就 有 


2 


故此 处 的 广 (z 一 [Tan 在 [0,1] 上 并 不 一 致 收 全 . 
求 出 : 

2806. im, > 一 2 一 -二 
解 由 于 * 一 一 1 一 0, 故 可 设 0 委 z 所 1. 此 时 ,由 于 


- 
去 二 小 于 1, 且 当 ，” 增 加 时 单调 下 降 , 而 级 数 多 


昨 c 
《一 了) 


择 


在 (0,1] 上 一 致 收敛 , 故 根据 亚 伯 耳 判别 法 知 ,级 数 


了 《 一 ] )a+1 。 全 
是 四 ] 好 写 十 ] 


在 品 ,12? 上 一 致 收 伊 ， 又 因 人 一 L2 。 


连续 , 且 
， { 一 139+1 ， 了 一 1)2+1 
im ， 开 2 十 1 2 
《天 一 2， 
故 当 * 一 一 1 一 0 时 ,级 数 上 1 可 以 逐 项 取 极 限 , 其 结果 


为 


再 


《] 7) 


2 
天 十 1 


在 C0,1]3 上 


， 一 《一 12741 证人 
证 


1 一 na 二 |] 1 
Sr De az 
2 [lim 拓 去 二 了 j 
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2807. lim (rz 一 ar 
解 ”由 于 1 一 0, 故 可 设 0 和 zz<1. 在 此 区 间 上 ,级 数 
六 Km _ TH 二 1 一 《1 一 区) - | -一 全] 二 , 故 


1 一 于 


王 吧 了] 一 


lim > (rn 一 2 一 jim xz 一 1 
| = 一 个 


2808. lim > 二 
解 由 于 二 在 [0, 门 (f>>0) 上 单调 下 降 且 小 于 或 等 于 
1, 而 数 项 级 数 2 点 在 [0.D 上 一 致 收 敏 , 故 级 数 


】 
关于 在 [0, 门 上 连续 ， 


六 二 在 [0.D 上 一 致 收 伍 .又 因 


却 友 】 


了 


故 当 xz 十 0 时 ,级 数 YL 可 以 逐 项 取 极限 ,其 结果 


m。 二 
所 | 它 半 


2 了 3 


2809. 逐 项 微分 级 数 > Yare tg 合理 否 ? 
和 解 由 于 当 一 co<z< 民 十 co 时 ， 


写 | ， 1 1 籽 2 1 
arc 中 二 | 一 一 人 直 一 < 去 
日 


而 级 数 > 点 收 贫 , 故 逐 项 微分 后 所 得 的 级 数 


Te 


oa 了 
人 1， 关 
且 二 性 [一 一 一 一 
忆 | E 友 j 之 7 二 


二 四 
atrC 弛 汝 | 过 芭 [ 知 


原 级 数 Zar 饮 款 收 伍 ;因此 , 原 级 数 和 的 导 数 用 逐 项 


微分 级 数 Zar tg 六 = 来 计算 是 合理 的 . 
2810. 在 闭 区 间 上 0， 1 上 逐 项 积分 级 数 
多 ， (FF 一 了 -) 
合理 否 ? 
解 念 S.(z) 一 他; (zz 一 xz 下 1)， 出 当 工 0, 1 于， 


SCz) 一 0 当 0<z<i1 时 ,SCzr)y 一 xz5 上 5 一 二 因此 ， 
刀 , 当 工 一 D1; 


到 加 使 9 一 二 < 寺 ,不 论 ” 多 人 么 和 大 ,只 要 了 
z, 一 二 就 有 


心 ( 工 》 一 ]imSw(z)》 一 


= 一 -ma 一 一 -um 一。 一 


26t1. 


1 一同 Cr) | 一 妆 6， 


因此 ,Sr 在 避 ,13 上 不 一 致 收 合 . 
注意 ,对 于 不 一 致 收 仇 的 级 数 而 言 , 一 般 地 讲 逐 项 
积分 级 数 不 一 定 台 理 . 但 对 于 本 题 来 说 ,由 于 


| ， 【2 (zz 一 xz jdz=| 。 (1 一 z)dx 一 也 


局 人 


< 
六 全 (ca 一 za 局 | 名 二 一 2 
衬 人 一 一人 到 


2120 28 十 2) 2) 
故 本 题 所 给 出 的 奴 数 在 (0,1] 上 作 逐 项 积分 计算 还 是 
对 的 . 

由 此 题 说 明 ,组 数 在 [ea, 的 上 一 致 收 黎 仅 是 可 以 速 
项 积分 的 一 个 充分 条 件 ,并 不 是 必要 杂 件 . 
设 Fz( 一 上 所 了 工 所 十 o) 是 可 微分 任何 次 的 函数 ,上 生 
其 导 函 数 .Pr 一 1,2) 的 秀 列 在 每 一 个 有 穷 区 
间 (e ,5 肉 一致 收 倒 于 函数 内 z) 证 明 多 天) 一 Ce 其 
中 己 为 常数 ， 
证 ”由 于 .Arz) 可 微分 任意 次 , 帮 .A(ry 在 (a, 妈 内 连 
续 且 可 徽 姑 一 1 2) 又 按 题 设 六 zy 在 (e5) 内 一 
致 收 误 于 多 z)，, 且 其 导 函 数 角 列 DCzryGn 一 12 
在 (at 内 也 一 致 收 仇 于 从 xz) ， 故 UKzEy 在 4a5) 内 可 
微 , 并 且 


2 


好 (7z) 一 


[Cimaz77 一 jimCFCz) 了 Ji 
一 lim 产 Pr) 一 多 工 )， 
积分 之 , 即 得 


Inezy 一 工 十 三 ， 
也 即 


zt) 一 Cer， 
其 中 C 一 ec 为 常数 ， 


5. 蚕 级 数 


1 收 笋 区 间 ” 对 于 每 一 个 大 级 数 
如 十 呈 区 守 一 在 十 … 十 大 w 开 一 在 及 十 * 


都 存在 有 收 生 民 间 :|= 一 za1 扫 呈 : 已 知 的 级 数 在 其 内 收 误 ,而 在 其 外 发 
散 . 收 部 半径 尽 可 接 哥 西 一 哈达 玛 公 式 


南 一 lim Y [ee| 
来 确定 . 
收 伍 半径 丸 也 可 按 公 式 


下 一 lim 


同一 


性 
他 +] 


来 计算 ( 若 此 极限 存在 ). 


间 的 端点 袜 一 只 处 收 兽 , 则 
号 《及 一 im SS() 

各 劳 级 数 ”在 a 点 的 艇 析 函 数 可 展 为 材 级 数 

(一 之 所 名 苇 : (ar 


把 


一 吕 半 . 


2 了 


此 级 数 的 余 项 
R(z) 一 Ar) 一 袜 妆 cz 一 


后 四 站 


可 灸 写成 干 形 
Ca 十 诬 了 一 G) _ 
一 +O<Bc 1y) 
《 拉 烙 妆 日 形式 ) 或 
和 十 
RCr) 一 大 一 a)(1 一 br(z 一 ar 
(< 扫 让 二 .1 
《再 西 形式 ). 
必须 记 住 下 列 五 个 基本 的 展开 式 : 
[Lo=1+z+ 匠 十 一目 生 十 (一 co<z< 二 oo)， 
-it 省” 
1.sinz=x 一 攻 十 … 十 (一 1 了 < 二 
《一 CT 十 oo 
Ecosz 一 1 一 菩 - 十 - “十 《一 1 一 一 一 一 r 1 十 … 


(一 co<<zr< 民 十 co 
帮 -1 十 z" 一 1 十 mrz 十 型 CE 一 ]2 十 … 
十 亚 ( 放 一 17…t 一 十 1) 


性 直 
《一 1<T<]1)- 


2 
TY “四 (1 十 二 一 < 一 了 十 可 一 蝇 


ze 小 …… 


十 (一 Do 王 十 (一 1<ec1D， 
4” 村 级 数 的 运算 ”在 公共 的 收 伍 区 间 |z 一 al|< 尺 内 有 : 


[a7) Youtz 一 好) 十 Stz 一 次 证 


站 mm 性 州 吧 心 


一 首 (an 十 上 氏 工 一 在 


时 mi 性 


7 


【 癌 》 y osdz 一 好 关 ， butz 一 和 呈 一 ecz 一 生 加 ， 
咱 吧 必 吨 = 中 起 吧 和 


式 中 fw 一 op。 十 2 有 -1 十 2 十 吕 直 0 


(KB [ 人 >Vankzr 一 2 一 他 人 十 1)asi( 一 如) 
瑟 呈 站 且 2 和 


CrJJCSatz 一 an ] ad 一 习 十 Y、 7 一 可 ”+ 
5 在 复数 域内 的 宕 级 数 ”研究 级 数 


本 昌 笛 本 和 学 唱 曙 “是 


式 中 已 一 本 十 证 一 站 十 1 疹 人 一 和 十 和 证 = Y 一 1. 对 于 每 一 个 
如 像 这 样 的 级 数 都 有 一 收 亦 较 ij* 一 al 丢 呈 ,原来 的 级 数 在 其 内 收 帝 
《并 且 是 绝对 地 ) ,而 在 其 外 发 散 . 收 黎 半径 尺 等 于 舌 级 数 


了 es | 扫 
在 实数 域内 的 收 误 半 径 . 
求 下 列 苦 级 数 的 收 伍 半径 和 收 笋 区 间 并 研究 其 在 收效 区 
间 映 点 的 性 质 : 


2812，>) 把 . 


灯 w 十 1 


故 收 和 伍 半径 民 一 1; 收 黎 区 间 为 5 一 1,1)， 

当 z 一 一 1 时 , 若 关 >1, 则 寡 级 数 为 绝对 收效 ; 若 
0<p 大 1 则 为 条 件 收 徊 # 当 zs0 时 ,出 为 发 散 . 

当 < 一 1 时, 若 训 >1, 则 为 移 对 收 训 ; 若 魏 1 出 为 
发 散 . 


(z 十 1) 巡 件 收 部 . 
当 工 一 一 亏 时 ,等级 数 为 


写 、 3 十 《一 2 二 | 
发 吧 1] 全 3 


由 于 上 式 右 端 第 一 个 级 数 发 散 ， 第 二 个 级 数 收 敏 , 故 原 


级 数 发 散 ， 
2814. 2 人 2 
理 了 ?3 


解 记 网 由 于 
_ | 《2 十 DC2m 十 27 
Re 【于 十 芽 关 
故 收 伍 半 径 尺 =4; 收 笋 区 间 为 (一 二 ;本 )， 
当 z 一 一 上 4 时 ,利用 斯 特 林 格 合式 
1j| 一 2rrtrre -1 十 ofl1)) 


一 4 


得 
( 认 1 ?2 (Cd = 2rrmze 一 十 co 。 4 
《227》 w drrtf2mnye ”十 ofl) 
一 YI1+ofl)) 一 十 co(mrco)， 
天 此 , 当 z= 一 4 时 级 数 发 散 . 
当 z 一 4 时 ,级 数 为 
[1 
2 (257 
总 2 .4.6…(2a) 忌 
一 二 3 之 


2230 


一 re em 一 -一 - .一 ---- . . 


由 于 
| 
Lim 下 | 1| lim| 5 | 1， 


故 由 拉 阿 伯 判 别 法 知 级 数 Y`x, 发 散 . 


2815. > ,oo er0 < < 雪 。 
本 一] 


笑 
解 记 人 =a .由于 
加 。 1 
一 一 一 j = 一 xy 
位 n+1 0 克 于 二 | 十 ss， 


故 收 敛 半径 玉 一 十 cc; 收 敏 区 间 为 (一 co ,十 co) 
2816. >)| 1 十 元] z 


lim 
同一 下 


解 记 w. 一 | 1 二 十 | ,由 于 


im| 半 -| 
FE 
- 工 ， 

故 收 敏 半 径 灵 = 一; 收 伍 区 间 为 (一 上 上 ,十 ). 
当 |z| 一 二 时 ,由 于 


和 Eeeaer 
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2817， > 二 ze 人 a > 1). 
上 mm】 避 


解 记 a. 一 “二 ,由 于 


2 十 


部 二 1 一 十 co ， 
碘 收 伍 半 径 灵 一 了 下 航 区 间 为 (一 ce, 十 co) 


1。，3。5mf(22 一 1)17 工 一 下 
2 人 , ET 2 


和 解 记 2 一 [到 2 2 一 


(0207 却 : 由 于 


litm 


一 


一 litn2。 | 
出 一 局 | 


妇 m 十 上 


故 收 侣 半径 尺 =23: 收 和 伍 区 间 为 (一 2 十 1,2 十 1)， 期 
《一 1 33。 
当 交 一 一 】 时 ,级 数 为 


< rr] 3 .5(22 一 1 
志 (一 1 2。4。6… (2m) ， 


由 2689 题 的 结果 知 : 若 湖 2, 为 绝对 收敛 : 若 
0<p 雪 2, 为 条 件 收 黎 : 若 < 大 0, 为 发 艇 . 
妆 工 一 3 时 ,级 数 为 


vv。 3。5oof2n 一 |》 
之 ， 中 ] 


老 二 > 2 为 绝对 收 豆 ;车 丘 委 2 为 发 散 . 
2819. 忆 (- 1)"[ 2 Cn ] 


(2 十 TD) 
| 
解 已 “一 人 Das 全 让 由 于 
1 一 22 十 3 
| 
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故 收 贫 半 径 民 一 2; 收 茹 区 间 为 (一 29，22). 
当 开 三 一 基 时 ,级 数 为 


4 
[ 帮 汪 呈 让 - 辫 “: 


由 于 
2 一品 二 直人 1 十 于 于 引 
=1+ 到 后 +ol[ 记 ] 
=1+ 过 +o| | ， 


故 由 高 固 判 别 法 知 : 当 去 > 1( 即 户 二 2) 时 ,级 数 福 \o 


时 mm 


| 页 也 是 绝对 收 癌 )# 当 
所 1( 即 户 二 2) 时 ,级 数 咏 ww。 发 茹 ， 


当 幸 一 多 时 ,级 数 汶 
SR 
色 ! 1 让 ! 1 


由 前 慨 知 , 当 户 盖 2 中 天 大 对 由 放 ， 当 0< 训 安 2 时 ,由 
于 
WP 全 人 
[ee 1 
-人 4 。2zxr 。jin ea ] 
7 CTS 


4 = re 二 
六 TT 1 _。 
ACE 二 8 。 2 1 十 元 0 


2 


【7 一 ec] 


erkatb ! 了 
《2 十 3) 1! __ 
4 区 及 上 下 了 ] 
2 十 1) 1 
故 级 数 (1)? 逐 项 下 降 ,根据 莱 布 尼 兹 判别 法 知 级 煞 《) 
收效 ,但 由 于 由 其 钟 对 值 组 成 的 级 数 发 和 散 . 因此 , 当 
0<p< 妇 2 时 ,级 数 (1) 条 件 收 放 . 当 部 一 0 时 , 通 项 为 (一 
1), 故 级 数 为 发 散 ; 当 记 <0 时 , 通 项 趋 于 无 穷 ,因而 级 
数 也 发 散 . 


了 王 】 


天 上 和 


2 十 之 1 
直人 | <<]， 


2 一] 《一 好 十 1) 


解 记 <. 一 .由 于 
im| 守 -|=im| 呈 3 -1， 
故 软 化 半径 民 王 1; ,路 乱 区 间 为 (一 1， 1)， 
当 x 一 1] 了 时 ,级 数 为 


cg 一 ]) oz 一 下 十 1) Sn | 了 
站 


并 1 
利用 2700 题 的 结果 , 即 知 : 当 六 之 时 ,绝对 收 敏 ; 当 
一 1<<m<0 时 ,条 件 收 北 ; 当 和 z 委 一 1 时 ,发 散 . 
当 < 一 一 1 时 ,级 数 为 
二 一 1y= 搓 (o 一 12*v(9t 一 好 十 1 


一 > 交 和 
显 见 当头 节 0 时 为 绝对 收 伍 ; 当 下 <0 时 :各 天 为 负 台 
4 


2821. 


数 , 设 为 一 上 (下 为 正 整数 ), 则 通 项 为 
严 { 是 十 了 ) (十 天 一 ]) 
刘 
并 十 1 75 二 2 十 好 一 1) 
下 


Te 


《并 一 mc 》 
故 级 数 发 散 ; 车 m 不 为 负 整数 ,由 于 通 项 为 正 ,并 且 总 
可 以 大 于 < 作 二 1 一 全 二 于 一 也 ,其 中 一 杰 六 大 故 


级 数 也 发 散 . 因此 , 当 关 <<0 时 ,级 数 )( 一 DJ"() 发 


容易 求 得 它们 的 收 敏 半径 分 别 为 Ri 一 二 及 及 :一 亏 , 故 


承 级 数 的 收 伍 半径 R 一 minCRR2) 一 min| 二 , 羡 j 履 
当 z= 一 一 及 时 , 若 az<p5, 则 级 数 为 


褚 (+ 本 人 让 


= >( 一 1)， 到 [号 + 定 ( 一 Dr 十 ， GD) 
对 于 上 式 右 冰 的 第 一 个 级 数 ,利用 达 裔 伯 耳 判别 法 有 


23239 


2822. 
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故 知 其 为 绝对 收 黎 ,而 第 二 个 级 数 显 然 为 绝对 收 鼓 . 


多 人 让 


一 > 上- 1) 一 十 > 1)" 去 [全 | ， 《2) 
下 武 右 端 的 第 一 个 级 数 条 件 收 侣 ,第 二 个 级 数 绝对 收 
训 全 <<e) 或 条 件 收 癌 雪 一 a), 故 当 3 时 ,级 数 (2) 荣 
件 收 化 . 

当 一 及 时 , 若 as<B, 级 救 为 

之 (于 二 全 上 
=- 袜 半 人 + 写 志 

由 前 段 知 其 为 绝对 收 笋 f 若 a 之 妨 级 数 为 

写 人 全 + 针 [ 一 伴 二 + 加 革 ( 寺 


它 是 一 个 发 散 级 数 与 收 敏 级 数 的 和 , 故 为 发 散 级 数 
2 下 六 (> 0， 怕 > 0). 


解 ” 记 aa 一 由 子 


1 
好 "十 于” 


他 


他 十 ] 


lm 


利 下 Ha 


_ | .1 十 pr _ 
一 Timnmaxka 1 于 交 一 TaKXTG 几 )， 


其 中 9 一 Emta:22a ,0<-g<cl, 故 收 仇 半径 


tn 和 其 (二 7 


恨 王 maxtdat 交 区 间 为 (一 屎 ,只 ). 
当 |z| 一 尺 时 ,由 于 关 ->1 天 0, 故 级 数 发 散 


2823. 2 二 (> 9)， 


于 于 下 


解 记 a. 一 一 寺 . 由 于 


-im 1 -1 
wm 十 wo 干 [ 


司 一 避 D 全 


入 
1 | -一 一 
mee | 他 = 二 1 


故 收 敏 半径 只 =15 收 艇 区 间 为 (一 1，17. 


当 袜 一 工 时 ,级 数 为 
1 
由 于 
] ll  _ _1 
和 二- 一 一 一 
2 一 站 1 v 十 v 二 1 
w ma 十 wz 十 1 


理 上 式 右 端 第 一 个 因 式 当 ==*ce 时 趋 于 lna; 郁 当 a>>1 
时 ,上 式 趋 于 十 cc， 因而 级 数 收 和 茹 # 当 他 < 天- 时 ,上 式 雹 
于 一 co, 因 而 级 数 发 散 , 而 当 ea 一 1 时 ,由 于 通 项 为 1, 故 
级 数 也 发 散 ， 

当 zx= 一 1 时 ,级 数 为 
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2824， 


2825. 


234 


(一 1 
且 到 玉 
当 2>>1 时 ,级 数 绝 对 收 伍 : 当 a 委 1 时 ,由 于 通 项 不 趋 
于 零 , 故 级 数 发 艇 . 
总 之 , 当 |z| 王 1 时 , 若 a>1, 则 级 数 绝对 收 伍 ; 若 


< 委 li 则 级 数 发 散 ， 


解 ” 记 ce. = -2 一 由于 
记 ea 一 二 
lim | - 空 
no 于 呈 十 1 
， _ wa 十 1)2 十 1 
= 一 | TI YY 二 一 一 : > 一 二 
ee vi 
页 收 笋 半 移 民 = 1; 收 分区 闻 为 (一 1，1)- 
当 工 一 1 时 ,级 数 为 
【1 >》 
= 站 十 1 
由 于 
0 一 -2 一 1]_ 
wzE 十 IT 3 


且 Z 一 收效 *), 故 级 数 (1) 收 伍 . 


当 ] 时 ,级 数 物 对 收 伍 . 
总 之 , 当 lz| = 1 寺 , 级 数 移 对 收 襄 . 
* ) 利用 2823 题 的 结果 . 


《2z7 1 1! 
2 本 二 Tz ， 


2827. 


“328- 


23D0 


] 1 1 
- 空 = 一 人 0 
和 


且 2; 去 发 散 , 故 级 数 (1) 发 散 . 
y'\( 一 D" | 码 


《2 


由 于 


故 le.|>1asil. 因此 ,级 数 (2)? 收 伍 . 但 由 于 级 数 51》 


发 散 , 故 级 数 (2) 条 件 收 效 
|1+ 去 十 … 士 二] 


本 壮 ] 


一 
让 w+ 十] 


故 收 和 化 半径 尽 =14# 收 伊 区 闻 为 (一 1,17， 

当 |z|1=1 时 ,由 于 ce. 一 十 coCae 一 ce), 故 级 数 发 
散 . 
Y， [3 十 《一 1 了 


打 


“ 日 


解 记 w 一 包 士 (一 9" 由 于 


“829. 


mV la 一 4， 
改 收 各 半径 R 一 二; 收 敏 区 间 为 | 一 全 ,二 


当 = 一 寺 时 ,级 数 为 


Sn [3 十 【一 1]* 


2 《1) 


二 


将 它 拆 成 两 部 分 ,一 部 分 为 ; 去 ,一 部 分 为 


作 ， Cr 前 一 级 数 显 然 发 散 ; 而 对 于 后 一 级 


业 m] 


数 , 利 用 梧 西 判别 法 或 达 朗 怕 耳 判别 法 易 知 其 为 收 敦 ， 
国 此 ,级 数 (1) 发 散 . 


当 z= 一 子 , 同 法 可 证 , 原 级 数 可 拆 成 一 个 发 散 级 
数 与 一 个 收 伍 级 数 . 因此 , 它 也 是 发 散 的 。. 


ou 十 2cos 守 | 
作 ， 2 


一 lnz 
1 二 2cos 环 | 
解 局 +zme 全 | 由 于 
iv ia.1=3， 
_ 1 1 1 
故 收 敏 半径 R 一 读 : 收 伍 区 癌 为 | -二 ,二 
当 |z| 一 言 时 ,对 于 = 一 号 ,由 于 
NT (1 十 gcos2kz)s 1 工 


候 - jn 8 3 


23T 


总 1 
他, RE 二 8 
及 


1 】 
IEHIRS 一 有 有 8 一 0， 


| 
且 人 2; 下 于 8 发 散 , 故 级 数 它 ;FE TS 发散 ， 


不 难 证 明 : 当 m 一 征 十 1)8 十 2…，8K 十 了 
起 一 1,2,…) 时 ,级 数 


总 十 ze 于 和 (> 、 


ln 


收敛 事实 上 单调 趋 于 零 , 且 


| 人 1 + 2eos 轩 1 永 


< 全 [+ 二 | < 立 |1 二 ;到 < 甩 | 


表皮 此 


根据 迪 里 黑 里 判别 法 可 知 级 数 (1) 收 仇 . 
于 是 , 当 |z1 一 亏 时 , 原 级 数 是 由 一 个 发 散 级 数 与 
省 收 吉 级 娄 信 次 相 训 而 丰 的 因此 , 它 是 发 散 的 . 


2830. 乙 苑 
233 


一 一 一 一 


2831- 


to 去 mA 村 一 1 
故 收 敏 半径 一 1; 收 笋 区 间 为 5 一 1,1). 
当 |z| = 工时 ,由 于 级 数 


人 二 芒 - bD” 己 
己 | 千 5 -立志 


收获 ， 下 对 
2 二 人 一 (一 了 熏 卫 -一 -rr( 普 林 斯 格 木 级 数 )， 


解 避 人 . 由 于 


全 十 1 


故 收 和 半径 展 一 1 收 误 区 间 为 (一 1,1)， 
当 工 一 1 时 ,级 数 为 
SS 《一 1) 
它 是 条 件 收 和 伍 的 *). 


当 工 一 一 1 时 ,级 数 为 
人 二 


人 > 各 
| 
一 ta|[va] = 六 一 1 2 显然 4 内 的 元 
家 玉 一 才 十 Y+ 侧 > 一 时 
考虑 


加 《一 135[5 ”“” ]+e 2 《一 17+it: 
“ 


起 必 二 7 寺 下 
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一 
加 之 天 十 : 
= 去 一 [ET 一 PE 一 … 
殊 zz 十 1 已 十 2 
-天 二 
此 十 2 一 1 十 中 
1 一 12 
严 必 一 1 ,二 ， 六 
由 于 了 去 收敛 , 故 >)u 收 生 . 注意 必 md 一 0 
人 和 关 访 , 旦 4 U4sUa4bU… 就 是 全 体 自 然 数 . 易 证 
2 5. 与 六 ;ws 同时 收 敏 或 同时 发 散 . 由 此 可 见 ， > 
收敛 ,因而 显然 是 条 件 收敛 的 . 
“ ) 利用 2672 题 的 结果 . 
2832. 求 超越 几何 级 数 


x 月 aa+Tl)pk3T1》 

1 十 17z+TT 2 77 十 

aa 十 1)…(a 上 ze 一 1)8(B 十 1)…(6Ta 一 1) 
1 -2 70 二 1) (7 十 8 一 1 二 


坪 


十 


十 ,…- 
的 收敛 域 . 
币 ” 记 a。 
_ KG 十 1 十 由 一 1 有 十 1 十 半 一 1) 
1 。，2 好 (十 ICY 十 天 一 1) ， 
由 于 
， 《 刘 才 
5 一 吕 作 0 区 1， 
故 收 敏 闭 径 尺 一 1; 收 黎 区 间 为 (一 1,1). 
忆 3 


当 zx 一 1 时 ,级 数 为 
w。， 月 
1 十 1 7 十 入 
二 Ka 十 1) (Ce 十 # 一 1 有 十 1) (8 十 # 一 1 
天 YY 十 1) 和 7 十 2 一 1) 


十 …. 
由 于 


嫂 


_17Y 一 * 一 中 1 ， 史 
一 一 1 十 对 二 二 (52 委 元 )， 


故 当 ?一 sa 一 引 十 1>1 即 7 一 a 一 >0 时 ,级 数 收 航 且 也 
是 笔 对 收 襄 的 ; 当 >y 一 ea 一 让 0 时 ,级 娄 发 散 . 


当 7 一 a 一 有 >0 时 ,级 数 绝对 收 艇 jj 当 yY 一 ax 一 让 二 一 1 
时 ,从 某 项 开始 ,将 有 
人 |= 即 |a.| < |a. + |， 


as 不 赵 于 零 ,组 数 发 散 : 当 一 1<y7* 一 xs 一 有 时 ,在 弃 去 车 
干 个 开始 项 以 后 ,就 变 成 每 项 的 移 对 值 单 调 递 减 的 交 
错 级 数 了 ,并 在 这 里 ,把 求 通 项 (绝对 值 ? 的 极限 化 成 下 
列 无 穷 乘积 

(ae 十 国 (8 十 2) 

] 《好 十 1577 十 拓 ) 
的 值 更 为 方便 ,由 于 

,ln < 


症 s 十 1 


= >nl1- 一 人 二 十 富 


手 
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故 上 述 无 穷 乘积 的 值 为 零 , 即 0Cn-eo)- 因此 ,级 
数 收 敏 . 当 y 一 “一 6 一 一 1 时 ,由 于 :2 一 1 十 知 , 故 天 
穷 乘积 的 值 异 于 零 , 因 而 w+0, 级 数 发 散 

综 上 所 述 , 现 将 超越 几何 级 数 的 人 散 情况 列表 如 


求 下 列 广 的 释 级 数 的 收 伍 城 : 
二 1 1 一 1” 
2833， 之 , 2 二 1 + 二 二) 


百 m 心 


故 当 | | 于 和 |< 1 《 即 = > 0) 时 ,级 孝 绝 对 收 敏 ， 
当 z < 0 时 ,级 数 发 散 ; 当 z 一 0 时 ,级 数 为 

S\ 1] 

之 ， 2 十 1 


显然 发 散 . 于 是 ,级 数 
236 


的 改作 国生 (0 十 eo》， 
2B34， 盖 上 闷 sin 李 -一 


坟 喇 】 


解 ” 记 2 一 sin 和 由 于 


故 当 | 二 | 一 > 即 当 1z[> 去 时 ,级 数 绝 对 收 敏 ; 当 |z1< 
时 "各 灶 作业 :省 11 一时 由 


jim2"stn 冯 一 FF 
故 级 数 发 散 于 是 ,级 数 
3 sin 六 


葡 呈 站 


的 收 敏 域 为 (一 ce， 一半 ?及 (六 , 十 co)，, 即 满足 不 等 式 
lz|> 六 的 一 切 x 值 拓 成 的 集合 


十 吧 


2835.， > ， 到 
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2836- 
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人 
解 包 玉 2 名 
LS. 所 之 
本 之 2 下 2 2。 
级 数 
二 
之 于 
的 收 竹 域 为 (一 co， 十 ce) 而 级 数 
Sn 1 。 工 
nm 一 ] 2 区 
的 收 敏 域 为 (一 ce 0， 十 oo 因此 ,级 数 


,0) 

六 六 
的 收 笋 域 为 (一 oo, 0) 及 (0， 十 ce), 即 满足 不 等 式 
0<|z|< 扫 十 ce 的 一 切 之 值 所 成 的 集合 . 

< 》 利用 2815 题 的 结果 . 


> 十 二 | 
解 ” 记 nx 一 | 1 十 二 | ”, 则 原 级 数 为 >)on(e- 5 由 
于 

lmy la-l=lim| 1 二 二 | =e 
故 当 |e-|< 去 =* 即 当 1+z>>0 或 =>> 一 1 时 ,级 数 
绝对 收 化 ; 当 z<< 一 1 时 ,级 数 发 散 ; 当 z= 一 1 时 ,由 于 


一 肝 如 “ 
ie 人 + [Eee | 


解 方法 一 ， 
后) 一 [Cr 十 1 一 1 
一 (z 十 1 一 3(z 十 1)2 十 3(r 十 1 一 1. 
方法 二 : 
乒 一 1 一 一 1 疡 (一 1 一 3 一 1) 一 一 6， 
FT 一 1 一 6 六 5 交 一 1 一 六 2 一 1 一 … 一 心 . 
于 是 ， 
jz) 一 一 1+3Cz+1) 一 二 Cr+1) 


十 辣 Cz 十 1 
王 一 1 十 3 十 1 一 3Cz 十 11 十 《rz 十 17. 
2839. 把 函数 
rz) 一 下 (天 0) 
按 以 干 的 方式 展 为 短 级 数 :(a) 依 x 的 习 和 苦 展 开 ;(46) 依 
二 项 式 一 的 乘 乾 展开 ,此 处 56 二 ci(e) 依 二 的 乘 震 展 
开 . 求 出 对 应 的 收 伍 域 


1 1 _ 工 忆 | 二 让 
解 (fcz) 一 过 一 去 = 习 | 
翌 
En 二 
本 
收 敏 域 为 | 字 | < |a|， 
加 1 
(09)7 7) 一 一 太一 一 可 
1 1 
妇 -一 碳 汪 一 看 
人 了 
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2840. 


(一 也 


啦 四 内 《全 避 7 
耻 艇 城 为 | 二 一 外 < |a 一 已 | . 
上 1 
《By7 Fr) 一 二 


= 工 ， 
1 az 1 -4 
证 
1 < a SS 
-一 二 2 一 袜 才 
收 和 化 域 为 || > |a|- 
把 函数 fxz) 一 Inz 按 差 z 一 1 的 正 整 数 乔 来 展开 ,并 说 
明 展 开 式 的 收 剑 区 间 . 求 级 数 六 ) (一 1” 的 和 
解 ArCz) 一 InCl 十 (一 1 
-六 (一 D 企 二 坟 ， G1) 
收 伍 区 男 为 
| 一 1 过 1 或 0 雪 工 二 2 
当天 一 1 一 工 即 当 开 一 2 科 , 绥 数 为 
CD ， 


国 权 二 


显然 收 黎 , 故 当 0 二 “二 2 时 ,级 数 (1) 妆 煞 ， 
由 于 lnzr 在 zx 一 2 连续 , 故 当 一 2 时 ,(1) 式 也 成 立 ， 
即 


到 


> 一 2- -in2. 


到 了 


写 出 下 列 基 数 按 变 数 z 的 正 整 数 于 的 展开 式 , 并 求 出 
对 应 的 收 伍 区 间 : 


2841， Fr) 一 shr， 
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= 去 [ 习 否 一 袜 拉 全 


站 
如 四 心 天 ， 


=- 过 均 弄 十 1 
《2 十 1 1 


收 敏 区 间 为 1 二 十 避 或 (一 ce， 十 ceo)， 
2842.FCz) 一 chxy. 


解 .Arz) = 


2843， .7 六) 一 sinsr. 


解 ”7(z) 一 上 一 Sos2z 
加 
_ 工 加 2 加 ， 22n 3 
一 了 [1 二 1) 
一 Dr 


则 ma 心 


2844. jz) 一 ar(dD>0). 


解 ”7(z) = co = 全) maur 由 于 


-一 用 In 
本 V El 一 inal ia 
. 故 收 敏 半径 尺 = 十 ce, 收 委 区 间 为 (一 c ,十 co)， 
2845，7(zr) 一 sinfzatc sin 工 )， 


工 
解 arcsinz =| 人 
必 


一 之 ， 3 “ 


| 
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一 | 十 去 2 十 续 -十 …)d 


1 1 3 5 
一 工 十 7。 了 1 


了 
+ 种 ， 
人 一 《at simry3 


本 (are Si 总 5 一。 


2_ 3 8， 
十 绎 1 2 可 2 5 二 


收 伍 区 间 为 《一 1:17). 
2DH46， 六 (xz 7 一 cosfaarc Sinur)， 


主 
解 。 xz) 一 1 一 > Tarc Simn 和 32 


十 世 -(arcsinz)- 
=-1-- 蕊 了 2 一 和 人 人 一 
收 侣 区 间 为 (一 1,1)- 
2847. 写 出 函数 fxz)?= 盖 按 莽 并 一 1 的 正 整数 卉 展开 式 的 前 
三 项 . 
解 。 Fr 一 好 扩 1 一 1 
户 (Kr7 一 和 (1 十 inzy 1) 一 13 
Pr 一 2 人 十 ln 和 关 十 2 1) 一 2 
Jr) 一 2r(L 二 lnzr)s 十 27zr 
+z| < ， 
(1) 一 3 
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2848. 


于 是 , 展 式 的 前 三 项 为 
1 十 (z 一 D 十 (z 一 172 十 去 Cz 一 1 十， 
收 和 伍 区间 为 |z 一 11<1, 即 0<z<<2. 
写 出 函数 fz)= (1 二 rs(r 天 0) 和 Fo) 一 e 按 变 数 “ 
的 正 整 数 竺 展开 式 的 前 三 项 . 
解 Fr 一 (1 十 ) 9 了 一 必 ; 


1(z 一 GT+zE[ 一 二 nlTz) 二 Tc ] 


一 (1++z)3[ 一 二 | < 一 一 十 于 一 


十 填 一 于 
村 


~ 上 [二 开 _ 】 
(1 十 z)=[ 序 一 于 一 十 ofz)] 
《 工 5 天 0)， 


由 微分 学 中 值 定 理 知 
天 2 一 0) 一 一 疡 (人 ， 


其 中 二 介 于 0 与 Co 


_im 二) 一 一 


en 


他 
PKzr) 一 人 1 十 工 ) 二 | en] 


冯 1 _ 1 1 
了 SilnG1 十 z) 了 二] 小生) Ga| 
一 CL 十 z)| | 

] 


3 一 十 十 wa (z)| 


ES 


《 基 D 口 ). 


仿 上 可 得 
(0) 一 15e; 
rzy 一 《1 十 车 | 去 一 二 一 直上 okz)] 
| 这 1 
和 
| 
了 一 Ta+TTFaatodCz)] 
Cart 
4 1 1 和 
十 十 2 5]| 
《 工 下 曲 ). 
同 理 可 得 
P(0) 一 一 当 e 


于 是 , 展 式 的 前 三 项 为 
] 2 3 1, 
如 | 上 一 到 xz 十 闪 好 一 16” 十 : 昱 
收 敏 区间 为 5 一 1,1). 
2849. 把 冰 数 sintz 十 上 和 cosCz 十 由) 按 变 数 天 的 正 整 数 禾 展 
开 . 


解 sinfz 十 天 ) 一 sinareos 睛 十 cossimn 天 


了 业 
一 Sin 基 * [一 2 大 十 癌 一 …| 
字 5 
Tcosx 人 
一 sinz 十 Rcosz 一 Tsinz 一 3 本 COSs 工 十 交 * 
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2850. 
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同 法 可 求 得 


COs( 工 十 太 ) 一 ODS 一 六 sin 一 


真 3 
法 和 
十 吉 sinz 十 …， 
它们 的 收敛 区 间 为 (一 c ,十 ce)- 
不 进行 实际 的 展开 工作 而 求 函 教 f(z) 一 二 一 ErFE 的 


塌 级 数 展开 式 的 收 伍 区 间 :(a? 依 xz 的 牧 寡 展开 ;6) 依 
二 项 式 工 一 5 的 乘 夭 展开 . 
解 〈a) 由 于 

均一 
-1 _ 21， 
1 一 读 1 一 也 
及 等 式 右 疯 第 一 项 的 展开 式 的 收 艇 区 全 为 《一 2,.2) ,而 
第 二 项 的 展开 式 的 收 策 区 间 为 (一 3,3), 故 取 其 公共 部 
分 即 得 函数 Frz) 展 为 关于 的 乘 笑 的 竹 级 数 的 收 狂 
区 人 间 ( 一 2,2)}. 


2 
一 5Z 十 6 《2 一 52 ( 工 一 57 十 3 


上 式 右 端 第 一 项 的 展开 式 的 收 敏 区 间 为 |z 一 5|1<2 ,而 
第 二 项 展开 式 的 收 笋 区间 为 1z 一 51<3, 取 其 公共 部 
分 , 即 得 函数 Ar) 展 为 关于 zx 一 5 乘 午 的 震级 数 的 收 
笋 区 间 为 | 开 一 51<<2 或 (3,7)， 

利用 I 一 Y 基 本 展开 式 , 写 出 下 列 艺 数 关于 zx 的 震级 


2851， e-* 
解 ce 一 >， (一 和 思 
本 六 1)" 二 cz| 二 十 ea) 
2852. cos:z. 
解 cos:z 一 1 十 cos2z 
一 全 二 二 1》 Ce 六 
一 ] 十 盖 1y 2 
Clz1 << 十 <) 
2853.。sinir， 
解 “nz 一 sinz 一 二 sin3zx 
。 | 
本 二 立 ( 一 DT 
。 
本 二 (一 1?* 0 
一 这 > 一 1 ye+t Ce 
【| 工 | 近 十 ce) 
2854. -一 
和 解 工人 ce 


并 之 一 之 (CIz| < 刘 ， 


mm 一] 如 


7 


1 
《一 二 


1  ， 
备 0 
一 1 十 (一 2( 一 妆 十 熏 2 2 也 (一 z7 十 ， 
十 2 人 人 12 一 2 二 也 (一 "十 … 
一 > (ma 十 Tezxfizil < 1)， 
于 一 必 
中 
ww 一 2 
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1 1 
人 几 一 3 
十 > 【一 分 关 ) 
- 引 [让 -- 
十 3 《一 27 轨 十 
一 之 十 三 十 了 十 二 
Pi sh (zl 一 羡 ) 
| 
当 工 一 一 过 > 时 ,上 式 右 端 为 一 交错 级 数 
__ 工 _ 寺 | 长 2 天 12) 1! 1 
上 二 去 习 1 (3 ， 


| 


利用 2689 题 的 结果 , 即 知 它 是 收 侣 的 . 


= 羡 [1+ 和 近世]z (lzl1< 1 


天 ma 必 


可 
2860 《1 一 区 )KT1 一 2 


下 
解 《1 一 天)IC1 一 好) 


区 本 ER 


_ 1. 

二 

- 直 ( 二 =- ia 二 
十 


-+ 站 ) 


-让 2 二 = 
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-= - 志 立 [| Y 十 1] 
十 《一 D"| 5 一 1] 】 
(zj << 羡 5 一 1) 
2862. [二 
解 。T 二 > 十 赤 
| 1 四 1 
一 |-+ 攻 3 = 十 1 士 53 
- (二 51+1+5V5o] 
-上 331+L-2V3o 
-市 区 -oa 


四 三 一 D"[1 二 王 ]”>] 
-了 二 ( 一 Di 人 二 5 
四 [二 jz 


由 于 
253 


CD LE 一 | 1 一 3 


一 1hr 下 五 1 
(一 ( CDS 了 十 让 训 | 
了 。 并 下 十】 
[cos 至 一 isin 了 | ] 
= 一 Dr"[| cos < 人 le-Hisin2 人 | 
矣 十 1 ，， 并 十 ] 
[ees 3 一 人 sin 一 了 xj ] 
一 (一 1 ， 人 SIm 2 
一 25。( 一 1)"sinf cm 十 Dx 一 2 Ler] 


一 2 【一 1 六。 rr 


一 21 【一 1 《一 1) 《一 1 Sin 
一 278in 2 也， 


故 得 


1 -2 yznsin 2 人 2 士 ] 2 十 1 二 15x 


二 十 二 十 大 启 


其 中 1 zj <minf 
即 jz|<1. 
2863. JECOS 人 -一 全 


1 一 2reoOs 丰 十 浆 生 
TCDSC 一 交 ? 
解 1 一 2xzcosa 十 工 
= 一 1 一 到 CoOsa 十 isint 
工 一 《costa 十 isnea7 


用 2 必 


二 
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au -一 一 一 


TEATOTEEER 林 | 


性 站 且 企 一 诗 SEm 人 
工 一 《ecoOsC 一 :Sina7) 


一 11Tf 1 
一 一 1 十 z 仆 ] 一 闻 ( 人 es 人 一 SInw) 
十 1 


1 一 tecost 十 zsina) 


一 一 1 工 十 王 [>)z(eosa 一 TSina7n 


间 t 心 


十 人 友 《cosa 十 isiney* ] 


埋 闻 二 


1 二 、. ，， 
广 人 《CS 下 丰 一 了 有 | 人 天 妆 十 和 站 在 十 ,Sin 


则 吧 上 


一 > UncDOSNG， 


址 至 


1 
|eoszx 十 ?ime| ”|cosa 一 isina | 一 
长 》} 


其 中 |z1<min| 


立 SUD 如 
864， 一 5reosc 十 恋 
下 S1nd 
解 工 一 2ance0scC 十 工 ? 


区 [ T 
2 人 交 一 【ceosa 一 1231tney 


1 
一 二 CTRRT| 
证 Cos 才 十 iina 
本 (- 1 一 了 fceosa 十 isSinay) 
cosdt 一 zine 
1 一 二 (cosda 一 isline) 


十 


一 到 [一 作 ,rnfcose 十 zSinaxyn+ 1 


用 一 昌 
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2865. 


2866. 


LA54 


直 SoCeosa 一 isina)*+: ] 


闻 夯 心 


_ 这 >,z(-- cos(o 十 1ya 一 zisin(m 十 1)a 


量 m 心 


十 cosf(i 十 1 一 ii 十 132] 
一 人 Ttlsin(n 十 Tex 一 arsinnae， 


村 2 站 nm 和 
其 中 | 关 |<1. 
sine 
* ) 译本 误 为 1 一 5ze086 十 二 : 
-xsha 
1 一 2zeche 十 2 
asha 
钥 了 一 2zcha 十 区 
1 [一 cha-sha she 一 sbhe 
2 \z 一 (he 十 she) 工 一 (che 一 sho) 
_ 上 如 ] 
人 交 一 本 王 一 必 ” 
_1Lr_ 1! 1 
2 人 1 一 二 
-于 [- 阅 ee+ Zeer] 
坪 s 必 有 厢 昨 
一 之 ,trshmay 
同属 
其 中 1zl1 < minke-e") 一 2 
. 1] 
(1 一 22) WI 二 二 
-1 呈 
解 ”- 一 一 一 一 一 (1 一 27 
(1 一 22) YT 一: 


(一 好 六 


SYTC2e 十 1)11 :。 
_ Cr (|z| < 1). 


2867. lnfl 二 x 十 吉 -zs)。 
解 ln(L1 十 z 十 xz 十 z37》 


一 ]nfCt1 十 工 江 1 十 2 一 Infl1 十 二 十 ln 十 2 
但 


lnkl 十 ) 


> 一 1 一: 生 ( 一 1<z 二 1)， 


ind 十 za = 辣 ( 一 D 空 (一 1 迄 z 饼 D， 


是 -和 
故 当 一 1<zSs 时 ,有 
lnti 十 之 十 2 十 站 


= 了 (一 1 一生 + 阅 (1D 实 


认 
一 一 _ mm-1 证 
一 之 (一 ”二 


用 ma 


十 S1( 一 1) 人 (1 十 (一 D”) 环 一 


-六 C 一 Dr 一 DGT+(C 一 Da 


本 二 】 
2868. ecosfrsina)， 
解 ”首先 注意 到 
Eeee 二 iine 一 ertcose 十 iina) -em 


的 实 部 就 是 eceos (zsina). 为 此 , 先 求 em 


王 
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一 Y， 世 (cosna 十 iSinyay)》， 
比较 上 式 两 端的 实 部 , 即 得 


丰 = 二 信心 总 捍 安 
oO 二 习作 一 > 一 


【| 字 | < 十 ceo)， 
比较 虚 部 ,还 可 得 到 
eroesink TSinw> 一 人 ， 


豆 心 


sinma 
季 | 
《|z| < 十 cc)。 
首先 展开 导 函 数 ,然后 用 逐 项 积分 的 方法 以 求 下 列 函 数 
的 亚 级 数 展开 式 . 


2869. rcz) 一 arctgz, 求 级 数 2 一 


2 一 
解 arctgz =- 全 册 [3 "2 

-也 二 十 1 
这 里 逐 项 积分 的 条 件 是 满 下 的 事实 上 , 当 zEro,z) 且 


|z=1<1 时 ， - 1)t2 是 一 致 收 伍 的 ,并 且 各 项 均 连 


续 . 以 下 各 是 类似， 不 再 一 一 说 明 . 上 述 级 数 的 收敛 区 同 

为 1z1<1, 当 |z| 一 1 时 ,为 交错 级 数 , 且 满 足 莱 布 尼 兹 

判 别 法 的 条 件 , 故 在 端点 *= 士 3 处 ,级 数 均 收 敛 . 因 

此 ,级 数 的 收 敏 域 为 |z| 委 1, 在 其 上 展 式 成 立 ， 
今 工 一 1* 即 得 


的 和 ， 


2 


4 下 _ mn 1 
项 盖 昨 2 站 一 


开 
一 HtetEl 一 一 . 


2870.， rz 一 arc sinr。 
解 arc sinz =| 1 


vi 元 
-0G+ 写 2 证 ]“ 
《3 一 11 et 
二 2 2 CI “了 二 1 
收 生 区 间 为 |z|1<1. 当 |z1=1 时 ,利用 2604 题 的 结果 ， 
由 于 辫 十 g 一 半 十 1>>1, 故 级 数 收敛 . 因此 ,级 数 的 收 生 


域 为 1z| 和 1, 在 其 上 展 式 成 立 . 
2871. Fe) 一 In(Cz 十 Y1 十 三)- 


解 


1 十 和 ) 一 


= 己 0 17T1 
= 上 | 0+ 2 一 1 on 2 ]d 
cg 一 1)11 2 
一 = 十 忆 1 1 (CT “了 二 
收 笋 区 间 为 | 守 1<1. 当 |z| 王 1 时 ,级 数 为 绝对 收 误 . 因 
此 ,级 数 的 收 生 域 为 |z| 扫 1 ,在 其 上 展 式 成 立 . 
2872. rr) 一 Infl1 一 2r cosa 十 工 1)， 


= 上 直 一 2DS 
解 ln 一 2rcosa 十 好) 一 ,SR 下 
1 teDS 立 一 可 
= 一 |: 了 1 一 280SX 二 5 人 
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:| CS 用 引 
= 一 ?| 对 | 


一 一 2 >y\ cosnaur， 
收 敏 区 间 为 1z1<1 当 |zl= 一 1 时 ,由 2698 题 知 ,对 于 
D<a<<x 级 数 收 各 . 因 此 , 当 0<a<r 时 ,级 数 的 收 敏 域 
为 1z| 守 计 但 当 = 一 0 且 z= 一 1 时 ,级 数 发 散 + 当 a 一 0 且 六 
一 一 ] 村 ,组 数 条 件 收 代 ; 当 ea 一 且 二 = 一 1 时 ,级 教条 件 
收 侣 ; 当 es 一 且 zx 一 一 1 时 ,级 数 发 散 ， 
<*) 利用 2863 题 的 结果 ， 

2873. 利用 各 种 方法 , 求 下 列 函 数 最 为 振 级 数 的 展开 式 ， 
《a) fr) 一 《] 十 zinl 十 工 ); 
Co)FCz) 一 式 In] 1 人 十 二 arctgz 


2 一 人 蒂 
《By 站) 一 2aTCtE 一 一 一 1 干 和 2; 
K《ry Fr) 一 atctg 5 


(mr Fr 一 Yarctg 一 In w 1 十 工 2# 
《ee 产 ) 一 areccogK1 一 2274 


《 沙 ) Fr 一 .Tartcsin 十 Y1 一 32 


《as) fr) 一 zln(z 十 VLI 十 过) 一 YI 十 瑟 . 
解 (a)Ftz) 一 (1 二 z) 。 忆 (- ]y*-: 


_ 了 十 
一 十 忆 D zl<D， 


当 |z|= 王 1 时， 级 数 收敛 因此 ,级 数 的 收 敏 域 为 |z| 径 1. 
258 


+ 全 


一 |: [ 王 ( 一 D 中 多]a 


一 习 ( 一 0 二 本 (lz < YY 2 )， 


上 时 一 心 


当 |z*|= 2 时 ,级 数 为 


Y 了 盖 1 5 二 
此 一 VC 135 3 二 十 1 
它们 均 由 两 收 敏 级 


本 1 
(一 3 及 忆 C 一 1 了 二 


凋 王 心 


逐 项 相 加 并 分 别 穆 以 常数 2 及 ~ 一 2 而 得 , 故 它 们 
收 痪 .因此 ， 悍 级 孝 的 收 合 城 为 | 1， 


m 十 1 其 了 
(77 一 们 。 《一 工 六 
人 2 区 十 1 
一 去 》1( 13n-1 三 


= 1 
0 


=- 习 一 Dn 二 
(zl<D，  * 
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当 |z| 一 1 时 ,级 数 下 二 凡 7 收敛 .因此 ,级 教 的 


疏 敏 域 为 | 过 1 
x* ) 利 用 2869 题 的 结果 . 
《e) 由 于 
《z) 一 2 人 1 一 288DY 
一 1 一 > 一 
户 《r)7 一 [arc cosf | 让 
太子 (0 一 0, 破 
和 玫 厅 ; 
arc cos(] 一 忆 T ) 一 2sgnz | -二 


一 28 交 Dr | 0+ 了 《2 人 ]d 


《2m 一 1)11 
一 ?senz 。[z 十 二 《2n711 ”22 十 1 


《28 一 1)11 ，_ 工 
一 2i1z， + 2 C27y 了 "区 二 


“| 工 | <17). 
《214 一 171 了 
5 评 色 2 到 
对 于 组 数 
SN (2 一 13) 1 
人 ， 《了 2 1 2 十 1 
应 用 拉 阿 人 怕 判 别 法 : 
6 十 5 和 
limn(z 一 一 1 一 jamrozw 二 13 十 1 一 人 DT， 


即 知 它 是 收 伍 的 . 因此 ,级 吉 (1)? 的 收敛 域 为 |z| 安 1. 


(27 一 1)11 22 3 
ranay [Ai (2r)T11 “加 | 


咱 一 人 


ipRRiniiPPHyP 和 PP -Emma 


1) 
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27 一 17211 站 加 十 王 

+ 一 -2 各 让 呈 1 ] 
四 (2x 一 1 上。 rent 
人 2 十 1 
(| 工 | < 17. 


当 |z| 一 1 时 ,对 于 级 数 
Y， 〈 2 一 1 1 
< (2 十 211 2 十 1 
应 用 拉 阿 信 判 别 法 ， 


10nz 十 11z 5 
lima( 却 (25 十 1) 一 六 僵直， 


即 知 它 是 收 乱 的 因此 ， 原 缓 数 的 收 误 域 为 |z| 委 1. 
<* 利用 2870 题 的 结 时 ， 


《28 一 1) 1 
(3)7(z) 一 [二 十 >) (一 1) 
人 人 忆 (2 11 


二 折 
”2 十 辣 


2 一 1 
+ 2 1 和 二 到 


《2m 一 1711 
《2 十 2211 


一 让 十 订 z 


= 一 1 十 所 十 (一 1 
隆 一 了 


IE 


2 二 1 
x* ) 利用 2871 题 的 结果 ， 
2674. 利用 展开 式 


拓 ( 交 十 页) 一. 乒 全 ) 一 琴 庆 Cz) 十 天 秋 (十 … 


CorCD 一 ee， Cr 一 上 
3263 


《|>*| 近 .17 


《B)” 了 ( 荆 ) 一 arct 工 
和 解 〈a)Fz 十 且 一 Fr) 一 ecto 一 ef 


一 2 (ezme+ 好 一 1 


一 扩 [C2zh 十 2) 十 贡 (2z 十 12)2 十 … 
十 机 (2z 十 有 2)" 十 …]， 
河 
其 中 姑 的 系数 为 
一 -一 "1 下 一目 
ie 相 二 CHL(2z) 


1 “一 二 -vs 


一 全 [(2z) 十 2 一 (2z)r-: 
了 (用 一 1) (于 一 全 ) 2 一 本 
十 一 (2z) 一 十 … | 


将 Fz 十 i 一 rz) 的 用 开 式 中 天 的 系数 2 与 之 比 


较 , 即 得 
(er 2 一 e [5(2z)" 十 az 
?让 一 卫 基 一 因 旭 一 32re-+ 二 …. 


十 了 
(6) jz 十 请 ) 一 FFz)y 一 er 一 e 
- 
一 上 (e-zS 一 1 ee 一 1]) 
一 4 姑 [- 吕 + 史 -上 + + + ] ] 
于 之 十 [ 盖 Dr 2 ] 


2 尼 03 


现 王 上 是 四 右 
六 人- 92 辣 1 
去 7 一 让 证 
Do 问 
二 。 到 必 让 
-ee 
“到 
， 六 { 一 ] ) 折 十 全 十 如 十 只 
了 2 必 生 十 “十 是 。 一 上 
下 中 中 "十 是 十 辽 
本 了 地 
一 c 导 《一 15"a” 1 2 用 一 
和 1 有 工 元 


= 志 1( 一 1)manf 下 
人 


| 

-ce 下 [二 了 

0 < 
一 y1 人 一 《一 1)7+zn 

二 2 本 邱 1 
__ < < 《 一 - 《一 1)n"a” 困 王 1 是 

2 之 ] 乾 ] (| c- 
3 全 上 

一 3 立 (对 car me 

用 了 和 于 玫 中 卫 辐 几 ” 7 王 

了 二 
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皇 一 1 


-cy 全 SCY 让 和 


好 一 字 ) 
了 及 2 3 四 


下 王 -让 得 】 
其 中 
几 ， 一 一 5 1 SCIC' ie 3 
于 是 ,比较 闫 所 区 .得 
(co = 伺 -下 。 CC 本 
= 二 = 1 ec [an 十 如 全 -一 HP 一 1 Cn 一 1 于 


De-De-a。 
21 
十 一 耻 首 一 切合 一 卫生 区 二 or 3 十 


3 


# 了 其 中 > ， 1 = Ci 推导 如 下 ， 
儿 0 


仿 上 | < ] 一 


一 2 得 
[过 =- 本 .Se 


上 一 间 和 二 mm 向 业 “ 


一 y， >， 世 十 如 十 一 十 于 


和 夭 十 :十 业 mm 


->C 呈 Dr 


5 和 十 十 下 一 3 


一 > ， 严 了 b， 


了 四 站 
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本 


其 中 已 一 之， 1. 另 一 方面 ,又 由 


| 十 十 是 呈 
1 1” 
[天 一 《1 一 及 


- 》 (一 z)( 一 严 一 1 一 梓 一 5 十 1 


3 


国 (一 1 垩 (加 十 1) 人 ms 十 3 一 1)，， 


3 


一 CR [ 


上 定 自 


由 覃 级 数 展 开 的 唯一 性 , 即 知 忆 一 Ci- 
《8 根据 
arc ftg 工 十 arc tg7 一 ate tg 
-上 
令 y 一 一 二 ， 就 有 让 -之 一 了 十 上 于 是 
1 十 京 TI 十 蒜 
天 (并 十 而 ) 一 .六 区 ) 一 arc tr 十 看 ) 一 arCc tg 寺 


之， 
1 一 


一 are tg 六 之 一 are t8gg 人 一 arc 这 4 


一 are t|1 十 2 主 ， 
1 十 T32 
由 2869 题 的 结果 知 , 当 ?| 和 过 1 时 ,有 
一 om wy 
arC {t 作 y 2 1 2 和 于: 


而 当 瑚 很 小 (上 且 lz| 委 1)7 时 ,有 
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一 一 


而 所 4 工 “ 
T 十 运 (一 1 让 “ 
于 是 

7 十 四 一 Fr) 


= 忆 (-- 0 5 (了 十 三 


CD 人 了】 
+ 


- 疡 习 - .1 (一 二 和 十 和 十 


各 王 站 是: 丁 站 点 。 一 站 


_ 1 1 五 
一 1 1 _ 
十 2 (一 1) 二 | T 直 | 


- > 过 JU C 一 Di 


十 他 十 后 地 二 


一 1 十 之 2 (一 D” | 工人 让 
二 一 ] 四 十 5 一 】 
_ ] 加 再 困 十 上 
+ 忆 1 二 -| 
闻 斌 ] HE 


和 
于 下 1 
1 


-1+ (一 D" 1 [二 二 |] 4 
圭 皮 】 
其 中 
汪 


4 包 . 玩 于 Tc-， 


2， 3 和 


- 盛 2(zz 一 二 十 1 
因此 ,比较 入 的 系数 , 即 得 
《arC ty 一 区 一 二 0 本 全 4， 


。 ] 
Ti 站 rr 
一 《一 1 《1 十 5 之/ 2 一 3) 十 ITC-: 


ae ee 媳 如 | 工 一 1 芋 一 中 一 马 本 单 电 
一 《一 切 区 二 二 [本 十 S 《于 1)z" 3 十 
2875. 把 函数 
_ 1 
六 (一 jn 了 


依 二 项 式 二 十 1 的 正 整数 乘 亚 展 开 . 
解 zy 一 一 lngl 十 (z 十 1) 纪 
一 一 之 人 (一 1 并 十 1 


加 2 一 1 逮 十 1 开 士 六 1D2 


收效 域 为 下 1 去 co 
2876. 把 范 数 


/CCzZ) 一 了 二 六 
按 变数 = 的 负 乘 释 诬 开 成 竹 级 数 


2063 


作 = -一 1 ,2 


人 2r 一 1311 和 1” 

+ 训 《2 1 | 一 学 了 
《2 时 一 1 | 
《2 1 十 六 ” 


本 
xz 一 一 立时 ,由 2689 题 的 结果 知 , 它 条 件 收敛, 因此 ,级 


数 的 收 伍 域 为 z2 一 芭 . 
2879. 设 
友 
区 一 让 ? 
直接 证 明 
Ta9) 一 /SS 十 y)， 


证 .Ar)7(y) 一 忆 喜 本 本 忆 Ci 


者 站 


一 NS 1 
一 之 ITCRSITE 人 


-1L 1 
《72 ] 《72 二 了 


本 王 履 本 ] 十 节 3 = 押 


一 局 


症 呈 全 


关 | 。 
【和 2 了 (Paz) IT 


塌 站 十 理 各 到 生 


= 忌 寺 ( 瑟 com 


三 四 时 


一 Y， 工 (z 十 yy 一 .六 十 y)， 
中 一 必 玫 | 


上 述 级 数 在 | 上 | 过 十 ee 及 1y| 过 十 ce 上 绝对 收 敏 , 故 
370 


一 ram 


重新 组 合 是 允许 的 . 
事实 上 ,jz 一 对 ,等 式 
(TO 一 (十 了 ) 
即 为 指 效 函数 的 特征 . 
2880. 假如 我 们 和 定 交 
in 一 名 (人 DT 
及 


ecDS 二 一 (一 1 2 7 并， 


证 明 :;fa)ysinzceosz 二 记 sin2zi 


《67sinl 十 coszT 一 1 
证 ”由 于 sinz 及 cosz 的 笑 级 数 展 开 式 在 | 字 | 扩 十 ce 
内 绝对 收 训 , 故 组 数 相 滋 或 相 加 、 减 均 仍 绝对 收 误 , 旦 可 
重新 组 合 , 困 此 ,以 下 的 级 数 运 算 都 是 合理 的 ， 


《区 了 OBS 工 


后 加 下 加 十] 
一 之 1 72 二 1 
0 1 【2rtz71 


= 实习 (一 Dr 


司 z 节 所 十 了 到 站 
于 ] 用， 盾 1 
二 加 1 十 加 3 十 


《2 十 TO 
一 >)[( 一 1 )*zran+ 


用 z 二 小 


27 


本 二 六 CT 
《2 十 1 人 2rs)1 


二 十 一 下 
| 六 人 和 灿 


一 Y、 《一 1)n4 ran+l， 


卸 四 心 


其 中 
1 


则 ,一 一 ~- 
,名 C2m 二 17102m71 
本 各 四 E 
TCR 
《2m1 十 1 十 【an 一 2 十] 《2mi 十 1)1C2ms7 | 


寺 1 相 并 了 2 和 


| 


__ y， 《2 十 1)1 
《2 二 1 二 +1 《上 1) 1 天 2 】 


和 二 毒 数 
已 一 则 炒 


一 1 。 工 
一 《 束 十 1 | 让 十 >， | 


1 ,1 1 党 (2n 十 1)1 
(2 十 1 十 17“ 2 全 :RiK2m 十 1 一 交 ) 
-一 工 。 - Dar+i 
2 【2 二 121 
从 而 得 
。 上 工 一 四 《2z)211 
一 主 之 1 1 2 干 1 
1 
一 7 sin2z- 
{》 Sinzyr 十 Cos2 人 
=- 也 盖 ( 一 = 生 2 十 相 3? 十 皇 
TITCT 于 TI 


1 一 省 叶 3 
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2 上 十 厅 2 


与 后 十 : 本 
2 1 《2 天 ) 《282 1 


而 一 0 一 由 


一 2 1[( 一 ])7z2T 


为 玫 
mL 
,和 -72 二 1 二 Ti 
区] 订 站 rm 
十 >， f 一 7 
本 权 息 
居 十 二 于 玫 《2 大 171 【全 琶 2 | 
二 汉口 
=1 十 2 十 之 
苛 如 ] 六 本 心 


1 十 2 (一 TDrizeot24， 


为 9 心 


1 
| (21 ) | 〔2K 1 
第 2 站 "二 3i 
1 
。 《2 十 1)1C2nz 十 1)! 
FT] 区 站 wm 3 区 作 


1 

2 二 2 

[ 》、， f2n 十 271 
2 十 此 : 亚 2 十 2 【了 2 有) 2 证 3 1 


丰 230 是 3 站 


Co 


《3 十 | 十 了 2 十 ]) 一 癌 十 它 
可] 3 个。 在 
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《2r 十 2) ] 
《21 十 1)1C2n2 十 171 


1 7 
《2 十 2)1 [CS 
一 >， CT ] 
上 呈 1 92 十 上 


-1T 
22 十 2)1 [ 志 
十 ， 【《 一 1)C5y ] 
+mm ] 计 - 二 二 
Zn 十 勤 


1 _ rr 
大 干 强 之 (一 TDC5r 


《一 人 人 -3 


一 1 一 2 十 
= 语 十 CEL 二 (一 1 
一 心 《 人 《5 一 人 站 ,1 2) 

天 而 得 


aittzr 十 coscr 一 zl < 十 oo)， 
2881. 写 出 函数 /(z) 一 【 > (一 )] ” 展 为 震级 数 的 展开 


式 中 之 知 干 项 . 
让 3? ， 工 3 


解 Az? 一 | 1 十 到 十 屯 十 二 十 …] 
一 1 一 | 工 1 芋 ， 王 ，,. 
一 1 一 | 等 十 村 十 五 二 
全 3 
午 十 要 十 二 二 | 
引 
-( 吾 旦 sr 
一 1 一 于 一 所 一 到 一 …(lz|<D， 
对 王 苦 组 数 进 行 相 庶 的 运算 以 求 下 列 函 数 展 成 者 级 数 
274 


+ 


的 展开 式 : 
2882. 7Czr)? 一 (1 十 z)e 


解 ”Fz) = 十 zy2C-1" 气 
二 mF 届 


af 一 ] 《一 1 六 
1+ 2 十 夸 二 T! 和 


1 十 y)\ (一 1)*-! 全 一 rwKlz| 一 十 co). 


2883、 帮 zx) 一 【1 一 20cch w 交 。 
解 当 z 王 20 时 ,ch vv 二 一 “ 


2 
2 We 
它 下 
一 2 51 
当 z<0 时 , 易 知 中 vz = 一 cosv1zl， 
从 而 


hv 二 = 六 (CEzD-- > 


(2m7) 1 达 : (区 


司 m 从 


hh _ 局 一 一 -一 局 局 
故 ch wz = 之 志 TTC1z| < 所 十 cc 
从 而 
__ __ 3。 ww 
zy 一 (1 一 37 十 区 1 之 / 2 


1 一 乌 sf 1 _ -2 
1 > 二 志 [Ci (2 一 271| 
1 。 

十 oj] CIzl< 十 ce) 
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一 一 


2884. 站 交 ] -一 lnzdv1 _ 本 


交 3 1 
解 .Arx) [一 = 一 至- 
一 一 1 四 
2 
上 p 十 1 
] 1 1 
(+ 划 寺 
工 1 1 
4 1 上 十 
2 1 ， 21 
-2 人 1+ 立 + 于 十 沪 十 二 | 天 和 
生 一 8 
2 定 人 1+ 卫 十 二 十 洲 十 寺 了 2 
二 四】 二 
由 于 
1 ] 1 
昌 + 二 + 十 刘 计 1 
2 1 
> | 十 立 十 一 二 二 二 5 可 姑 十 了 
并 且 有 


《22 一 中 3 


1 
1 
人 十 lna 十 电 <) 
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Ce oo) ， 


故 它 是 收 伊 的， 
当 z 一 1 时 ,由 于 》' 一 和 发散 且 原 级 数 为 正 项 级 数 ， 


改 221[1 十 责 十 …… 十 元] 于 十 也 发 散 


因此 ,组 数 
2 人 1 十 寺 十 下 十 全 十 广 二 | 乱 - 


1 
* >) 利用 146 题 的 结果 . 
5885._ fxzy 一 《1 十 证 )arctg 并 


2 ， 元 
解 rz) 一 (1 十 衬 )， 之 (一 1 站 


芭 十 1 和 于 


一 工 填 之 (一 Dr 却 二 1 一 二 和 2a+1 
-=+322， 2 也 zx 2n 二 1 
(4z1 和 1 
* >》 利 [ 用 2869 题 的 结果 . 
2886.、 zx) 一 ercosZ 
解 ereosz 为 er(cost 十 isInz) 的 实 部 . 由 于 
exfeos 十 isinz) 一 瑟 er 一 2 


1 AI va 
一 >， 贡 5(G1 十 间 z] 一 忆 厅 和 L 十 们 
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er 一 一 一 


比较 上 式 两 内 的 实 部 , 即 得 
c 2 和 cos 本 
ereoszr 一 2 一 【zz < 十 cc). 
2887 zy 一 ersinr， 
解 利用 2886 是 的 等 式 , 并 比较 此 等 式 末 端的 虚 部 ， 
即 得 


王 。 和 庆 玩 
呈 2EStn 一 
， 生 
好 


二 ms 了 


lnkl 十 zx 
2888. jz) = 一 十 盖 . 


一 Te 二 
解 ”/z) = 和 (Dom 裤 (CD 1 


ms 本 人 


“HT 
=- 六 六 (一 Dot ATT 


呈 让 有 


。 1 _ 村 
一 2 人 (< 一 1)"zz+1 马 . 二 
wo so 


= 袜 [一 D 人 + 到 + 于 + 二] 下] 
“| 过 | < 173. 
当 lzl1 一 1 时 , 通 项 的 绝对 值 字 1, 显然 发 散 . 因此 ,级 数 
的 收 敏 城 为 |z1 < 到 1. 
2889. Frz) 一 《arc tg 工 )?、 


加 人 5 站 
解 fm = [= 一 瑟 十 圭一 ……| 


一 ， _ 时 一 上 1 ] 
2 1 [5 一 + 人 酚 一 有 


司 四 卫 
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-一 -一 一 一 一 wm 


《1] 一 .好 Sa 一 ] ya 一 yaasmr 一 了 


二 mm 了 十 四 出 
或 六 ,7 一 1)anr" 一 人 > Pa2gntr 一 二， 
天 四 到 攻 可 袜 
也 即 
24s 十 be 十 省 人 (十 鸭 帮 十 1)ants 一 5] 科 一 人 


机 《一 1< 工 < 1)， 
比较 上 式 上 的 同 次 覃 的 系 束 ,得 
全 2 一 ] 23 一 癌 ， 


天宇 


2 十 习 人 直 14 人 
从 而 可 得 
zi+1 一 候 ， 


5028710? 22+1(DD。 
2 《2 十 2 《2 十 271 
(下 一 0 ,2，…)， 


于 是 

oz) 一 之 ， 2 人 esre( 一 1 < 工 < 1)， 
从 而 得 

(xz) 一 聘 四 zx 一 1<< 工 <<1)， 
显然 右 端的 舌 级 数 当 xz 一 土 1 时 均 收 伍 , 而 左 冰 的 函数 
当 zx 一 士 1 时 连续 , 故 由 苦 级 数 的 亚 伯 和 定理 知 , 上 述 
展 式 当 了 =1 及 x= 一 1 时 也 成 立 ， 
写 出 下 列 函 数 按 变 数 工 的 正 蒋 竹 展 开 成 磊 级 数 的 展开 


式 ( 肝 于 零 ? 的 前 三 项 ， 
250 


一 


2891, /xz 一 tgz. 


解 方法 一 : 
直接 应 用 台 达 公 式 , 先 求 导 数 , 有 
JJ 人) 一 tET， DOD7 一 0 
六 【一 SeCry 产 【0) 一 1 


Cr 一 2seczrtgzr 产 (07 一 站 
ez) 一 2sect 十 4sec2rtgeryrrO) 一 2 
TFT 一 8sectrtegy 十 SSseczrtg 
十 8sec+ztgz， 
FOOD 一 0 
rr) 一 32sectztgsz 十 Baectr 
十 16seczrtg4 十 24sec rtBg 工 
十 32sec4rtg2 十 8seccr， 
0 一 16; 
于 是 ， 
. 乒 工 ) 一 十 着 字 十 前 ze 十 ， 六 


区 
一 z 十 于 十 因 十 … 《|z| < 了 )， 


方法 二 : 
当 |z|<< 椰 时, 记 # 一 1 一 cosz* 则 164<1, 有 
Si 。 
8 sos 一 DY 一 
=-C- 0 ce 


223T 


- 训 DC 天 - 二 羡 (- DC 


1 一 1 训 ( 癌 生 17 < 


一 工 十 CD- CE + CD 


河 吧 辽 二 
GE 全 1 十 一 十 徊 十 
人 和 十 … 十 天 
【2 
一 _ 司 一 ] vs 
= 十 2/( 一 DT 一 


坪 咽 旺 
La] 


+ 富 忆 于 玉 D 


让 于 证 二 二 下 
元 和 十 训 一 1 
《2 一 1421 (2 


和 操 一 1 
一 区 十 忆 一 1)” 一 十 六 ， 
《 一 1 "一 + 二 2 一 和 六 


4 上 4 一 王 1 二 十 心 赴 上 
ie 各 站 "是 并 


Tv 1 
(一 1 TCR 
= 4 
其 中 4 一 1 而 当 ， 闻 之 时 ,有 
=- 一 和 王 一 荆 1 
4 一 《一 1 [有 一 17)! 
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十 


二 亲本 本 1 本 吃 了 和 十 "十 上 二 二 
Fe 大 上。 工 


一 1” ] 
《2 一 1717C27 EDT 
例如 , 当 关 一 2 人 一 1:5 一 1 志 一 1 一 1) 时 ， 
得 4: 一 二 : 当 a 一 304 一 2,5 一 1mr 一 1 太一 14 
一 1 一 2 一 1 一 2 一 1 一 2 类 一 上 


上 一 1 一 1) 时 ,得 4 一 站 十 (一 1)3 


31 21 
_1) 上 1 一 三 
二 (一 D 厅 十 末末 一 下, 等 等 .于 是 有 
节 
tgz 一 z 十 二 十 下 十 … (zl 一 了) 


2892. ffKz) 一 thzr. 
解 ”运用 釉 级 数 展开 式 的 唯一 性 定理 ,为 求 展开 式 可 以 
考虑 人 在 一 0 点 附近 作 桥 级 数 展开 . 注意 当 |zj| 很 小 , 且 
复 级 数 中 常数 项 为 零 时 ,其 收 倒 的 和 是 很 小 的 .于 是 ,以 
下 的 写法 是 可 以 的 , 取 其 前 三 项 ,有 
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站 


=z 一 二 十 关 二 | zl< 于 | ， 
如 果 详 细 一 些 , 可 进一步 叙述 如 下 : 


首先 ,可 有 一 特殊 的 笑 级 数 
2 


& 一 1 1 工 二 二 |, 
二 一 1 十 条 十 打 十 全 
呈 6 
如 若 |z1<p 且 一 一 1 例如 取 p 一 二 一 1.2 时 ， 
1 一 3 
有 如 十 生 十 … 祥 1, 此 时 得 
二 一 1 一 到 十 4:z2 十 As 十 4 十 和 … 
《| 和 | <1. 2 
易 见 4;=0,4: 一 0,4; 一 0…… 于 是 ,上 式 
可 改写 为 
_ 芝 ， 开 
到 一 一 上 人 二 中 2 一 岂 4 
区 
十 五 呈 才 1 > 


坷 | 
其 中 五 ， 瑟 3 ,为 伯 奴 里 (Bernoulii) 常 多 其 1 


1 主 1 
五 | 一 四 ,五 ， 56? 号: 和 2 
了  。 
如 302s 和 全“ 
由 
扩 十 1 2 
cth 一 了 "一 关 一 T 十 二 


1 


天 (1) 式 , 即 得 
工 也 六 工 zf 
至 c 中 六 一 1 十 有 3 一 条 十 有 3 
于 是 


2 2 
zcthz 一 1 十 如 -3 一品。 二 
2 
十 瑟 3 61 
若 工 关 0 则 
_ 1 23 六 24r3 
cthz 一 过 十 : 2 一 4 
24x5 
十 忌 ; 61 - 《 爷 
注意 到 


th 一 20th2x 一 ethz 
及 当 z 上 = 一 0 时 :thz=0, 由 (2) 式 即 有 
th 工 一 关 (一 2 一 站 (2 一 20o 


可 ce oa 


7 (3) 


还 可 指出 的 是 , 它 的 系数 与 tgz 展开 式 相 应 项 的 系数 的 
绝对 值 是 相同 的 ,两 者 相 冰 各 系数 只 是 符号 上 有 交错 变 
异 而 刀 ( 可 和 参看 本 题解 末 加 注 的 Bromwich 所 著 一 书 的 


相应 悍 节 ) ,而 tgz 的 徘 级 数 展 开 式 当 |z|<< 广 时 收 全 ， 


故 上 述 的 级 数 (3) 当 |z|<< 本 时 收 生 ， 

+ ) 和 佐 看 Bromwich 著 An introduction tc the theory 过 

infinite seties 一 书 第 十 一 童 100 款 . 
， 285 


2893. (zy 一 ctgx 一 二 ， 


解 与 2892 是 的 想法 一 样 ,可 以 考虑 xs 天 0 且 |z| 很 小 
的 情形 . 于 是 有 


了 区 
' (+ 到 一 各 二 入 


车 攻 枉 虽 才 -二 

+| 如 5 二 71 | + ] 1 
2 间 

= 二 (人 (1 一 条 十 有 一 ……| 

闻 


《0D<< | 之 | < 并 )。 
一 般 说 来 ,为 求 通 项 可 作 如 下 进一步 的 讨论 ， 
考虑 当天 0 时 ,gz 一 Fr(z) 一 zctgz 一 1 而 当 
jz|1<r 时 ,有 


COS 直 COS 工 
E( 基 ) 一 zctgr 一 1 一 有 一 二 1 一 8 一 1， 
吐 


28F 


E 一 1 一 当 抽 和 


宣 


注意 到 [sinz|<izl1, 故 16 一 1 因而 
有 人) 一 COS。 六 En 一 1 


晨 本 和 必 


， 。 
[十 2 (一 1 机 十 二 | 一 1 
e+ 


| 


r 一 二 | 
二 SS 1 -6 
2 林 
由 于 
“一 一 1 :本 于 179， 
故 有 


到 = 一 Y， YY {《 一 ] 3 和 十 起 十 一 十 是 二 四 


一 1 天 一 1 一 ] 
二 二 


“证 十 11 和 十 1 ( 八 . 十 1 


-习习 一 D 


2 二 


人 时 
十 12 十 1 
从 而 | | 
2 有 0 
再 吧 】 1 
于 菇 1 
人 


(十 1 (2 十 1] 
237 


2 


= 一 福 ， 《一 774 


上 一 


《一 ] 思 


人 2 《28 十 1028。 十 131 


十 5 1 


《5 一 工 2). 


刷 3 尖 1 Et 


交 旦 十 到 


(2072 有 十 1) (2 二 1 
一 疙 区 一 1y*B rzr ， 


用 mm 上 


其 中 


(277 人 28 十 1112 十 1)71 


于 是 ， 


革 攻 人 


4 十 卫 ] 二 几 二 和 十 光 十 二 上 
1 ] 喇 三 ] RE 


《一 二) 


本 2 
(一 1)74,za 十 一 1 72 


5 1 


十 > 一 1)" 且 za 


y， 有 2 


司 m 】 


【天 一 0 


2895. 
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一 一 己 卫 ， 立 

] 一 0S 之 ， [38 
一 __ 本， 工人 二 卫 ， 2 
加 之 4 1 ”7 1 之， 号 


_ _ 是 半生 十 
=- 忆 习 人 一 Di CE 


青 加 上 十 舟 丁 再 


=- 己 [ 忆 一 Dr 


村 班 心 。 才 十 贞 : 攻 


一 Y 4,zo. 
根据 堵 级 数 展 开 式 的 唯一 性 ,就 有 4, 一 开 一 1， 而 
上 岂 一 《于 一 了， 2 其 中 
卫 ， 
4 一 (一 ] [2k7IC2s71 


此 十 了 画 坟 


。x 
加 联 (一 1 友 T2m2571， 


故 得 递 推 关 系 
< 匹 。 加 一 加 虽 
一 1 六 TO 一 0 人 一 1 2 


例如 已 逢 下 ,由 上 式 令 # 一 1, 即 得 五 ;一 吾 一 0 从 而 
所 1 一 " 一 1 而 五 oo 卫 1 全 一 2, 双 可 推出 Er 等 等 * 
一 般 说 溢 , 由 五 o， 殖 1 ,五 :用 1 ,从 上 式 可 推出 丘 。， 
将 函数 

1 


1 一 二 7 二 
展开 成 玫 级 数 . 

解 员 要 zz 十 21ix| 二 1 函数 rz)? 就 有 展开 的 可 能 
性 . 记 六 的 系数 为 已. ， 惠 


《| 工 | 近 1) 


- 一 -一 一 一 一 -rrererenr ， 


] 


二 省 一 1 二 关上 0 
十 …… 十 刁 十- 《1 7 
下 面 我 们 只 要 确定 P.(t) 即 可 . 为 此 ,对 (1) 式 两 端 同 
时 对 z 求 导数 ,得 
才 一 郊 


一 一 一 一 一 二 一 天 8 打 十 全 疡 :全 实 十 全 
《一 2 瑟 寺 -23 


十 拉 P tt -二 
把 上 式 与 (1) 式 比较 , 易 得 
(一作 之 十 巡 并 甩 十 2 有 人 十 谤 PP ) 
一 企 一 工 J1 十 五 关 十 五 :天 十 十 五 . 世 )， 
比较 上 式 两 端 工 的 同 次 枉 的 系数 ,得 
己 )CtD) 一 了 
2P:(t) 一 站 忆 提 一 大 一 1， 
(下 十 1》 人) 一 271 克 十 (一 1]) 疡 人 
一 上 fp 一 世人 tt])。 


由 此 和香 
瑟 一 于 
立 ._ 
PK) 一 下 ， 
| 四 
一 好 十 1 二 好 十 了 人》 四 


例如 , 取 闫 二 2, 则 由 吓人 7) 蓝 Pzt) 可 推 得 
5 ,38 一 1 2 ， 


Ta 一 3 福 了 
_ 53， 3 
3 2 2 


9 


一 


__ > [2 一 
PE 这 1 
一 般 说 来 ， 页 2) 式 用 数学 站 区 法 可 递 推 得 
_ 《282 一 1 着 ( 一 1) 3 
一 好 | 272 二 7 才 
守 人 一】 外 好 一 六 一 3 
3 4120 一 37 | 
(1, 勒 吉 秽 多 项 式 ) 
2896. 设 rcz) 一 二 or 写 出 函数 F(z) 一 到 > 的 展开 
式 . 


艇 天) = yo er， ar 
吓 | 本 心 到 心 


一 | oj 《| 工 | < 17)， 
2897. 若 级 数 > or 有 收 笋 半径 Ri ,而 级 数 26a 有 收 误 


半径 R,， 风 级 孝 
(a) 2 (av 十 加)zei  〈6) on 
的 收效 半径 有 是 坚 料 的 ? 


衣 (ao) 记 4, 一 十 点, 则 有 
FEATE ATIT 于 
<V2max(la| ,本 
一 YE .Vmax(lasi 二 日 
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一 yy 本 。max(wV los,V | 


去 - 赤 ; ie 


<limt wy 了 max(CwYrlal wV | [| 


一 imfmax(wV 1aa | ， 二 
一 maxtlimyY ai,limv 12.) 


一 了 工 司 
< 一 TB 天 玉 ， 玉 ， 弛 


有 愉 而 得 
R>> 一 一 二 一 一 min(R， ,有 
max[ 高 , 声 | 


《6) 记 吾 - 一 as, 则 有 


尽 18.1 一 lz 如 [一 Viasl ， 光 1 


于 是 
去 一 天 避 81 一 1Vial VD 
<tlimvV lc-| | (imwv | 本 | 
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和 工 二 lim 


同一 要 巧 症 


7 一 lim 


二 十 二 全 3 


证 明 酸 级 数 的 收 往 半径 尺 满足 下 述 不 等 式 
{ 雪 : 呈 女 : 工 ， 


证 记 厂 一 卫 , 厂 一 过. 注意 ! 关 0, 了 0 若 ! 一 0, 则 记 


一 十 coi 若 [一 十 co, 则 记 上 一 0. 对 工 与 工 也 作 同 样 


规定 ， 易 见 工 <4. 任 给 < 0 总 可 选 冲 >0，0:20, 使 
1 ] 尼 
主页 一 1 一 志 ' 这 到 =1 十 到 
注意 对 汪 ' 机 言 ,存在 自然 数 mm, 合 当 基 21 上 时 ,有 


二 《一 全 :< 


二 

1 1 司 m 二 1 T ] 

也 “1 十 信 2 | 一 了 ] 一 全 
即 当 z> 关 时 ,有 
了 ， -一 二 < Eee 
易 见 当 za 关 加 时 ,有 

ia la la laor| 

GZn| |a。，,| |az。 > | | a。 


上 二 
| + 了 )，。 (G) 
间 理 可 得 
1 le >| 天 扩 .G- 二 )。 (2) 
二 . 


注意 到 若 4>0, 则 有 lim 光 和 一 1, 故 存在 充分 大 的 
ro > 放 ) 使 当 zt 时 ,有 


人 一 1+ 2 
1 1 十 二 
2 
到 
1 上 
ja-lys、， 2 
| 7 >1 一 《3) 
2 
将 (3) 式 代入 (1) 式 及 (2? 式 ， 即 得 
5 同上-1+e 及 二 -1 一 
于 是 有 
开 ] 提 (1 一 <lim1a.17 去 1 【1 十 E)。 
纵 而 得 
可 了 
关 SR<TTi 可 ci 可 
即 
! 开 
is 入 RSj 一 s 
由 e>0 的 任意 性 , 即 知 
< 尺 云 邯 ， 


# ) 若 工 ;一 十 co 好 工 一 0 此 时 显然 有 民 一 0( 级 数 除 
2 一 0 点 收盘 以 外 ,对 任 一 点 z 天 zi 均 发 散 )， 故 可 设 
< 必 十 co， 


2899. 证 明 : 知 函数 7jkr) 一 Ya。 ( 工 一 Top 且 


甘 王 心 


.235 


| 六 1 < (一 12 
其 中 财 是 常数 , 则 :1)7z) 在 任 一 点 ea 可 微分 无 限 多 
次 f2) 下 述 展 开 式 成 立 


F(z) 一 > 盖 人 (rz 一 ao (zi < 二 oo) 
证 1) 由 于 |ala.| 一 好, 故 有 
|m| 一 二 一 1,2,…)- 
设 [ 一 NM,ND 是 包含 rm 的 任 一 有 限 区 间 - 由 于 
az 一 工 了 | < 挟 冯 C2Ny 


及 级 数 盖世 (2N)" 收 仇 , 故 由 外 耳 什 特 拉 斯 判别 法 
知 ,级 数 ” 

Ya.cz 一 207 
在 包含 xm 的 任意 有 限 区 间 上 一 致 收 黎 , 即 其 收 伍 半径 


民 三 十 co, 于 是 ,此 组 教 在 任 一 点 4& 所 《一 ce 十 cc) 可 
逐 项 微分 尾 意 多 次 . 


2) 由 1) 疏 已 证 可 知 级 数 A(z) = > av(z 一 zo 
在 任何 点 可 逐 项 巩 分 任意 多 次 , 故 
em( 工 》 一 放 (2 一 1)… 人 (一座 十 ])atz 一 加 


用 上 一 一 
= 一 之 / 本 一 对 一 并 人 茸 p 
《3 一 1 2) 
今 设 | 一 a| 二 丸 (R 为 任 志 固 定 的 正 数 ), 于 是 


| 字 一 o 委 | 之 一 Ge 十 la 一 2 
< 疏 十 la 一 二 | 一 工 ， 
故 由 假定 知 


[mgz7y | 扫 半 9 Te。| 一 


时 办 一 于 
么 2 《 振 机 二 “2 


吐 汪 Pi 


一 MYS 二 一 MPom 一 1,2，…)， 


3 四 和 


RCz) 一 Fa 一 了 友人 (xz 一 oi 


的 拉 格 朗 日 形式 
rootrunfka 十 部 (T 一 企 放 
中 (zz7 一 “ 拉 十 11 


* 攻 定 一 站]a+1 
(0 < 站 < 工 )， 
于 是 , 当 | 一 a|< 反 只 时 ,有 


有 .。 
| Re(zr) | 委 人 十 1 且 好 一 2， 了 


由 于 级 数 ) 巧合) 收 丝 , 故 


酒 相 了 
1im 一 一 一 一 一 一 交 


从 而 
jnmRdr) 一. 


由 此 可 知 , 当 jiz 一 汗 一 玉 时 , 属 式 
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一 一 一 一 一 


Fr(z) 一 写 一 o) 
碟 立 .再 由 尺 盖 0 的 任意 性 即 知 ,此 展 式 对 一 切 
zl| < 十 co) 尼 成 立 . 证 毕 . 
2900. 证 明 : 若 1ya. 闫 0 下 2) 存在 有 


了 


和 人 - 3S， 
则 2 尺 " 一 
证 ”首先 ， 如 果 级 数 
Ye.R- 
收 伍 , 则 根据 亚 伯 征 定理 可 知 ,函数 
Fr) 一 < 


在 点 z 一 只 处 左 连续 . 因此 ， 

im ,ae 2 一 F(RR) 一 SouR。 一 9. 

其 次 ,我 们 证 明 级 数 

yaR- 
发 散 是 不 可 能 的 ， 采 用 反 证 法 ,引出 巴 盾 . 事实 上 , 根 
据 ya 有 一 十 oo 知 ,对 于 任 取 的 正 整数 4 > 3 ,总 存 
在 正 整数 N, 使 有 
YoR 4 3. 


昔 让 


由 于 
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二 《22 一 1)41 。 开 一 
= 二 了 (7 十 科 


2903. as 


解 ,< 
王 = ， 2 
=[ 忆 一 1 这 于 


之 2 十 1 


本 之 (一 1 {28 十 1717272 十 1 


可 二- 心 


2904. | “ameszdz， 
工 工 闻 3 
钙 | 人 


2 二 1 
=- y(- 六 《28 二 让 《]| 去 ])》 


可 吧 刁 


2905，| 7 让 ee 和- 二 ( 写 出 四 项 
解 令 0< | 上坟 王 1 注意 


lnKl 十 贡 一 二 盖 1)" 1 元 


(| 工 | < 十 ce) 


=1- CD 2 


一 1 一 
其 中 5 = 习 (-- D"- 一 .和 闪 易 判断 交错 级 孝 


更 夯 】 


忆 mt 切 
一 之 (一 1) 去 于 1 


尖 1 一 1 时 是 收敛 的 , 且 其 和 有 性 质 12| 过 1. 于 是 有 
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一 一 一 这 6 
二 in(1 十 妇 “0 


因而 当 |zl 一 1 于 ,得 
全 tt = | 二 
nlntl 十 丰 二 intl 十 站 
= 过 =- 
-| 这- 之 名] 起- 
为 求 四 项 近似 , 取 到 忆 为 止 足 舰 ,有 


名 一 ]1， 
1 
2 3 和 
下 站 
本 一 本 十 
卫 
外 一 所 一 呈 币 
于 是 ， 
二 引 下 
之 / 扣 一 1 十 了 蕊 十 区 ， 


从 而 当 lz < 1 时 ,得 原 积 分 的 前 四 项 为 
厂 Fe 
ntIi 十 轨 
= ||1+ 吉 一 各 十 身 j 二 十 Ote) 


4 5 
一 工 十 玫 一 了 十 尊 十 Cr 
运用 下 项 拆 分 法 计算 下 列 级 数 的 和 ， 


号 
2906. z 十 所 十 于 十 … 


3 了 0 


解 设 F(z) 一 z 十 互 十 友 十 …. 在 收 敏 城 |zj<1 
内 逐 项 微分 之 ,得 
Fr 一 1 十 对 十 2 十 … 一 


1 一 
注意 五 (0) 一 0, 即 得 
_ 和 - 宪 - 一 荆 1 十 工 
Fo)=| =3m 过 = (zl<1. 
于 是 , 当 iz1<1 时 ,有 
了 了 十 1 1 1 十 六 
忆 寺 2 十 1 一 郊 m 1 一 郊 
全 
2907. z 一 当 十 王 一 …， 


习 生 
解 设 FCz) 一 2 一 柯 十 洁 一 …。 在 政策 域 jz| 近 1 内 逐 
项 微分 之 ,得 
本 《zz 一 1 一 于 十 一 -一 
= 人 
严 【 休 ) =| ， IT 十 吾 王 3a7C tt 容 工 . 
于 是 , 当 jzjS1 时 ,有 
2 十 
1(- 1》" 下 二 ] 二 arc t 阁 工 。 


”一 ， 


2908. 1 十 妆 十 五 十 … 


1 
1 十 式 


解 设 FCD 1 在 收 敏 域 |z| 二 十 oo 
内 逐 项 微分 之 ,得 
， 和 和 ， 村 
及 (z) 一 xz 十 条 十 于 十 …… 
于 是 有 
了 个 光 


了 3 
PC(z) 一 下 (z) 一 1 一 z 十 条 一 洒 十 一 一 人 (1》 


F(z) 十 下 KZz)》 一 1 十 z 十 订 十 3 十 一 【《》 
将 4) 式 和 (2) 式 让 四 ， 最 后 得 


ez 十 e 
F《z) 一 盖 妃 < = 一 入 一 一 chz 


《| 工 | < 二 十 ce )， 


下 工 : 
2909. 古文 3 3 十 村 二 十 : > 


解 设 (z)? 一 1 十 玉 3 二 十 5 十 , 在 收 伍 域 | 开 | 
< 巡天 和 分 之 | 得 
忆 《z) 一 ]j 和 十 芝 本 十 林 十。 


1 汪 卫生 
一 rr 


站 


1 1 
一 一 示 十 京 ( 一 jn(1 一 0) 


《< | 1 1 
注意 下 (07 一 0, 即 得 
Fcz) 一 | 有 [7 


=1 十 :一 zindl 一 工 ) 《0< | 工 |< 拓 1)， 


当 xz 一 0 时 ,级 数 收敛 于 零 . 当 一 1 时 ,级 数 收 伍 于 1， 
当 一 一 1 时 ,级 数 收 伍 于 1 一 2ln2, 事实 上 ， 


3 了 03 


邮 
之 的 后 和 


本 mm 上 


1 十 二 一 幸 -一 <InKl 一 z)， 


二 ， 
] 一 2In2 ， 
1， 


十 放 za 十 二 3 Sx 


2910. 1 十 到 二 


解 设 民 zy 一 1 十 二 冯 十 于 
在 收 各 域 内 逐 项 被 分 之 ,得 
13 
F'(z) 一 诗 十 交 2x 十 
以 1 一 莹 匀 上 式 两 端 , 得 


工 * 3 
2 。 


二 
2 


艺 

工 ,1 3，5 
十 到 "2 
”了 
一 (zz)， 


(1 一 zx)PKz) 一 工 十 于 = 十 
3 
是 


即 
尼 《T) 1 
本 
积分 得 


lnFrzxy 一 Ia 一 


”号 "5 
“4 


”21 一) 


当 0< | 天 |<1; 
当 工 一 0# 
汉字 一 一 1 

当 工 一 1】1， 


= 十 ..。 


本 
十 到 二 


3xztz 十 .…。 


> 
“站 


YL 一 工 
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2911. 


或 


严 (z) 一 > + 1 


1 
一 -二 (| < 工 )， 
当 守 一 工时 ,应 用 拉 阿 伯 判 别 法 : 


呆 下 一 列 和 全 < 
因此 ,级 数 是 发 共 的 . 
当 = 一 一 1 时 ,利用 2689 题 的 结果 知 ,级 数 条 件 收 
做 .于 是 ， 


1 十 了 人 一 -元 一人 一 1 妇 z<<1. 
运用 逐 项 积分 法 计算 下 列 级 数 的 和 : 


并 十 2 三 十 3x 十 
解 设 PFizr) 一 王 十 2z3 十 3 十 … 在 收 伍 域内 逐 项 
积分 之 ,得 
= 1 2 罗 
人 Fepae = 二 十 本 四 十 辣 攻 十 

= 11 二 -了 工 一 了 工 | 上 上, 

= |1 二 + |1 引 人 中 

一 (z 十 瑟 十 丸 十 … 中 ) 一 (二 妇 十 言 刀 十 于 玖 十- ' 


List 二 


2 
证 
一 了 工 一 T 《| 二 < 1 
于 是 ， 
天 《《 工 ) 一 yz 一 [天 -一 十 Jnftl 一 z) 


上 旦 2 
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一 本 (| 立 | < 1)， 
当 |z = 一 1 时 ,由 于 级 数 的 通 项 不 趋 于 零 , 故 它 是 发 散 


的 . 
2912. x 一 dr 十 9zraz -- 16z4 十 
解 设 亚 (z) 一 宇 一 472 十 9zs 一 16rt 十 在 收获 
域内 逐 项 积分 之 ,得 
je 一 去 = 一 亏 阅 二 2 一 了 cs 十 … 
一 工 rz 一 工 了 工 | 
一 + 间 =+|2+ 4 
一 (3 十 癌 )ar 十 


一 开 十 (一 工 十 二 一 吉 说 十 …) 
一 到 人 一 27 十 3 太一 …) 

一 世 一 jn 十 丈 ) 一 Ta 一 了 2 十 4 -Ji 
让 1 

一 工 一 Intl +z 一 二 | 

四 _ 、 

一 了 一 [afl 十 ) 可 二 二 《 |] 二 | < 于 》， 

于 是 ， 
开 (z) 一 信人 《一 ]) -102 


玫 mm 】 


一 如 ) 
一 [= 一 ind 十 2 一 苛 十 
一代) 


当 jz| 一 上 时 . 级 数 显 然 发 散 ， 
2913. 1，2r 十 2 ,3zr 十 3。4xz3 十 ,ov 
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解 设 Pfr) 一 1.2z 十 2.3zz 十 3.4zs 十 …. 在 收 
伍 域 内 逐 项 积分 之 ,得 
| Cd 一 zx 十 2x43 十 3z4 十 
一 式 (TF 十 Zr 由 325 十 …) 


Le La 区 
《1 一 xj (ai 一 FJ 工 | 和 1、 


于 是 ， 
Fn = >ino+Daz= [三 二 -7 


天 mm 心 


= 订 尘 (|z1 < 1). 


当 lz| = 工时 ,级 教 显然 发 散 . 
#》 利用 2911 题 的 结果 . 


2914. 证 明 :级 数 
了 之 。 (4n]1 
满足 方程 
3 一 人 
证 ”所 给 级 数 的 收 误 域 为 (一 号， 十 o) 在 收 敏 域内 
逐 项 微分 之 ,得 
党 二 4 一 这 定 二 一 8 
y 一 之 。 (和 一 1 7 一 之 《42 一 271 
_ 总 和 的 2 4 一 
> 这 。 (一 3， 一 之 《45 一 4) 上 
于 是 ， 
人) 一 FE 
之 / (4n)1 
2915. 证 明 : 级 数 
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了 十 六 一 一半 
证 ”所 给 级 数 的 收 误 域 为 (一 ee, 十 co). 在 收 笋 域内 
迁 项 微分 之 ,得 
人 1 妆 如 
”一 2 《za 一 1)1z 之 人 二 


3 一 之 ， (一 1)1z 十 1 
于 是 ， 
工 3 十 区 


1 
=1+ 2 TIGIDT+ 有 TU 


性 二 了 


一 人 
1 二 省 
从 而 得 


ya8 十 3 一 4 一 0. 
求 在 复数 域 内 (z = 十 19) 下 列车 级 数 的 妆 敏 半径 及 
收 令 画 : 


2916 习 和 元 实 


阿 2 


、 二 
解 了 Po 一 证 关 由 于 


fm 二 1 


北 收 襄 半 径 足 = 23 收 化 加 为 
lz 一 工 一直 <2 即 (rz 一 1 十 (yy 一 1 < 2 
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lzl<1l1 即 寻 十 只 <1. 


下 | 这 下 | ar 
一 |1 一 (cosa 十 ;sinw)| 一 (一 coseJ5 十 sinEr 
一 | 23ith 到 ， 
2 
故 收 伍 半 径 玉 = 2sin 三 | ; 收 答 图 为 


kz-el<| sin3| 4 
即 


《 交 一 COSC 和 这 十 【yy 一 SI) 43itn 了 


2921. 利用 牛顿 的 二 项 公式 ,近似 地 计算 % 5 ,并 且 估 计 当 只 
取 展 开 式 的 头 三 项 时 的 误差 . 


解 y5 -2| 1 二 
1 1 .1 1.1.2. 
=2| 1 十 豆 8 一 2 ”33 本 
1 1 2 0 ， 
才 节 人 


当 只 取 展 开 式 的 头 三 项 时 ,误差 
1 2。5 1 20 
| 展 :|<2 31” 丙 一 和 了。 小 001， 
计算 头 三 项 ， 人 得 
1 2 1 
YY 一 ?| 1 十 读音 站" 订 训 
310 


一 之 .有 个 。 
2922. 近似 放 二; Ka)arctg]1.2i(67+Y 1000; 


《B) -HKCDlnl 25, 并 相 计 对 应 的 误差 ， 
和 解 《ay)7 利 用 


arctg 工 十 afctg?y 一 arct 克 


王 十 多 
1 一 19 
并 设 * 一 1 下 -学 一 1.2, 即 得 y 一 右 . 于 是 ， 


arctg1. 2 aretgl+arctg 二 
光 1 1 
一 地 十 行 |[ 寺 ] 
若 取 头 三 项 *)， | 其 误 天 
IR:1< 立 ， (二 一 10-5. 
计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 
arctgl. 2 一 0. 87606. 
(6y2Y1000 一 风 1024 一 24 一 201 一 0.024) 
111 
赤 | 站 一 
-3 aoz4 1 Co. oo -| 
若 取 头 三 项 ,注意 到 上 述 级 数 的 各 项 递减 , 故 其 误差 
111 1 
一 | 一 一 1 一 一 2 
101 10 10 
| 呈 :|<2 生 3 
“(〔0. 024?3[1 十 0.024 十 (0.02472 十 
<<10-5. 
计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 七 位 , 即 得 
1000 二 1.995263. 


二 井 一 


了 了 了 


世 号 放 
中 二 
1 1 1 1 1 . 工 1 。1 
一 1 一 豆 十 区 “ 交 一 有 让 十 
1 1 1 1 
一 8 训 +ET 


若 取 藉 七 项 , 则 其 误差 
Ri|< 一 去 证 10-， 
计算 头 七 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 ， 即 得 _ 
1 
天 0. 60653 
(Cryln1, 25 =h| 1+ 二 | 
1 1 1 ] 
下 一 让 
1 1 
5 4 41 
若 取 头 六 项 ， 全 全 帮 
[Re 一 7 10 5 
计算 头 六 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 
ln3. 25 二 0. 22314. 
可 任意 选取 . 各 小 题 均 类 似 处 理 . 
利用 适当 的 展开 式 , 计 算 下 列 函 数 准 确 到 所 指出 的 程 
度 的 值 . 
2923. sin18”，, 准 确 到 10 5. 


解 sin18" 一 sin 车 


了 42 


rr 
一 0 一 3 


上 述 级 数 为 交错 级 数 , 若 取 头 = 项, 则 其 误差 


1 开 49 十 1 
4、<T5i( 癌 
答 使 站 <<10- ,只 要 
1 这 2 十 1 _ 
cl| 古 10 ， 
以 z==-3 代入 上 式 即 满足 习 一 2 达 不 到 要 求 的 准确 程 
上 度 ). 计算 头 三 项 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 六 位 , 即 得 
sin18* 一 0. 30902. 


20924. 心 必 总 1 ”， 准确 到 TD， 


-2925. 


轴 Ti 工 | 开工 工人 
解 “osl 一 cos 180 一 1 二 | 卉 | + 二 | 襄 | 
、 1 区 1 _ 。 
取 = 一 2, 即 可 保证 4 一 让 二 | <10-4， 计算 得 
cosl*-0. 999848. 
tg9 ,和 淮 确 到 10 
解 tg9* 一 tg 2 
和 了 | 下 2 
一 贡 + 引 茹 | + 闪 [ 贡 | 十 
兰 取 头 二 项 ,考虑 到 上 述 级 数 的 各 项 递 关 , 则 其 误差 
学] 可 12 下 _3 
4< 才 滞 Cr+[ 志 +| 吉 | 十 …]<10-:， 
了 本 两 项 计算 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 四 位 ,计算 得 
tg9"-0. 158. 
# ) 利 用 2891 题 的 结果 . 


2925. f + 谁 确 到 10-5。 


了 3 


一 一 


2927. 


了 了 生 


_- Sn 
解 e 一 1 之 了 


若 取 1 十 六 二 作为 。 的 近似 值 , 则 其 误差 


一 1 1 1 
必 一 1 2 之/ 《ia 十 1 了 
1 妆 1 1 

< 3. 志 4 (后 十 1 ” 有 1 


铭 本 一 10-*, 只 要 了 < 10…, 也 即 只 要 


1 10 
权 一 9 即 可 . 于 是 ， 当 每 项 取 到 小 数 点 后 七 位 , 即 得 
e 二 1 十 盖 之 2. 718282. 


两 2 生 


tnl1. 2 ,准确 到 10 
解 lnl.2 一 Inkl 十 0. 2) 
1 


二 0. 2 一 去 (0， 2): 十 二 (0. 2): 一 十 (0. 32 十 
若 取 头 关 项 ， 则 共识 
4 一 二 10 2 "41 


向 <10 ,只 要 二 (0- 2)"+1<<10-*. 取 ” 一 4 即 可 
保证 
< 至 C0.2)5<10… 
于 是 , 当 每 项 取 到 小 数 点 后 五 位 * 即 得 
Inl.2 二 0.2 一 二 《0 2 十 霹 (0 23 一 十 (0. 23 
二 0. 1823， 


2928. 由 等 式 


区 -1 
到 一 aTCcsin 二 


6 2 
求 数 扣 , 淮 确 到 | 1] 站 1 


.， 
和 解 。 一 tarcsin 二 


1 sr3e5e7 了 77， af 1]113 
1481 | 过 | 十] 
者 取 头 六 项 ,考虑 到 上 述 级 数 的 各 项 递减 , 则 其 误差 
eg 1*3*5,7。9。11 
2*d4e6。8*10.12 
1f112 1 1 二 
站 
<10 
取 头 六 项 计算 ,每 一 项 取 到 小 数 点 后 五 位 , 即 得 
X 一 3. 1416. 
2929. 利用 恒等式 


二 一 atc t 必 六 十 arc t 多 去 


4 
计算 数 f, 准 确 到 0. 001. 
和 解 ” 按 题 设 ,有 
mr_l1 1.1 1.1 1.1 
本 一 全 一 访 克 十 三 砍 一 " 交 
,了 工 _，， 1 工 _ 工 。 工 
十 有 痪 |+| 3 3 “于 
IT. 1 1 工 . 1. .. 
二 “于 一 六 机 十 | 


3 


注意 到 等 式 右 端的 两 个 级 数 都 是 药 布 尼 兹 型 的 ,所 以 
在 被 加 数 与 加 数 中 , 弈 去 了 的 未 写 出 的 项 的 校正 数 分 
别 为 

0< dd 和 < 王 <0， 0002， 

0< 末 <0. 00002， 
于 是 ,总 误 产 媳 安 市 十 44<0.001， 计 算 保 留 干 来 的 
项 近似 到 小 数 点 后 四 位 ( 末 位 由 四 售 五 人 而 得 ), 即 醋 
保 证 达到 所 需 误 差 . 列 成 干 表 ( 插 号 中 的 正 、 负 叶 指 示 


校正 数 的 符 寻 )， 
正 项 负 项 
4 4 加 
了 一 2.0000 了 让 一 0.1667( 一 ) 
4 4 加 
5 关 一 0.0250 二 方 一 0. 0045( 一 ) 
4 ,一 0.0009( 一 ) 4 ,一 0.0494( 一 ) 
9*2 3。3 
十 》 二 =0.0003( 一 》 


4 了。3 


十 ) 一 4 一 0. 0033( 一 ) 


5。3 
本. 了 2 
b. 2209 
3. 14I6 
于 是 ， 


3. 1415<<xr<-3. 1420. 
区 此 , 取 r=3. 142 即 可 准确 到 0.001. 


2930. 利用 恒等式 
376 


下 一 工 _- _ 
下 二 4arc ft 帮 Ta ff 区 35 


求 数 和 皂 + 准确 到 | 1 人 一， 
解 ” 在 此 ,我 们 证 明 一 下 2929 题 及 本 题 中 的 恒等式 ， 
如 果 ，, 注 意 到 反正 切 画 数 的 加 法 公式 


aTC (BR 了 十 ayc ft 克 y 
让 


| lz+y|< 吉 | 
并 选取 任何 两 个 满足 关 系 式 

到 习 =1 或 〈1 十 z) 人 1 十 ?7 一 2 
的 真 分 数 作 为 zxvy* 就 有 


深 
本 二 arc t 区 工 十 afCc tg?， 


例如 , 令 zx 一 工 ,y= 亏 , 即 得 


一 arc tg ] 一 


蕊 一 了 了 工 
本 一 ac te 2 十 arc 二 了 


这 就 是 2929 是 中 所 冲 王 的 外 ， 
吉 果 含 z 一 二 ,are ft 区 寺 一 w 则 tgs 一 二 ， 
忆 
5 
tg2C 一 了 一 127， 
1 中 
10 
1 2 120 
te 一 人 25 一 119 一 : 
1 一 T44 
可 网 ,4a 二 开 ， 


习 了 7 


T20 


令 Pd 一 到 , 财 tb 一 蕊 3 


Cr 


1 
于 是 ， 


一 _】_ 
让 此 ,得 


T -1 一 工 _ -了 
二 一 4 月 一 4are tg 一 aTC t 攻 335 


下 一 二 _ .了 _ 
或 允 一 16arc 人 多 全 一 4arc te 235 


-4 高 -一 霹 
239 3 2398 


120 239- 


这 就 是 本 题 中 所 出 现 的 恒等式 , 它 就 是 著名 的 马 情 


(J,. Maecbin7 人 公式， 


我 们 要 依 检 兹 式 计算 <, 准 确 和 到 10 ,只 要 上 面 已 
等 贞 的 那些 项 就 铝 了 . 事实 上 ,这 两 个 级 数 都 是 革 布 
尼 兹 型 的 ,所 以 在 被 减 数 与 减 数 中 , 奔 去 了 的 未 胡 出 的 


项 的 校正 数 分 别 为 
了 各 | 荆 
0 一 个 一 让。 5 全 了 16 
入 T 】 
与 0 二 5 3385 拓 到 
和 于 是 ,总 误差 
4 二 由 十 由 二 二 


102 
3T12 


取 x=3. 141592653… 所 有 写 出 的 数字 都 是 真确 的 。 
2931,， 利 用 公式 
1 


InCn 十 1 一 Inn 十 2[ 二 十 TFT 


十 13 
求 ln2 和 ln3, 准 确 到 10 5， 
解 ” 当 “= 一 1 时， 
In2= ?| 计 + 了 十 本 十 让 十 末 十 - 小 
如 取 已 写 出 的 那些 项 计算 in2* 即 
1 
o< 4< 引 行 ， 了 5 十 府 ， 麻 +- :| 
2 1 2 
本 。 35 ” 1 工 108- 
3? 
计算 到 小 数 点 后 六 位 ,并 作出 下 表 : 
2 


了 一 小 和 四 6667《 一) 


5 一 0.024691( 十 ) 


十 …] 


= 一 0.001646( 十 ) 
了 一 0.000131( 一 ) 


十 ) 


一 0. 000011( 十 ) 
0.693146 
0.693146<-ln2<<0. 693148， 

于 是 ,ln2 一 0. 69314… ,并且 所 有 写 出 来 的 五 位 数 
字 都 是 真确 的 ,如果 ,将 第 六 位 四 舍 五 人 , 即 得 
ln2 一 0. 69315 ,准确 到 10-， 

念 关 一 2 即 得 


-3 
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一 一 


m3 一 In2 十 3| 二 十 十 - 工 


; 5 * 

1 
十 证 《IT 
与 jn2 一 样 , 取 写 出 的 诸 项 ,计算 到 小 数 点 后 六 位 ,并 


作出 下 者 


< 一 9. 40DOO00 


_ 
3。*， 5 
2 一 癌 . 0 人 二 2 入 
5 55 
2 
了 ae。 
之 
十 8。 55 一 小 DODoob0f 十 > 
口 . 405465 
于 是 ,(1) 式 右 端 的 级 数 的 和 为 0.40546…， 和 并且 与 
出 来 的 五 位 数字 都 是 真确 的 ,如 将 第 六 位 四 舍 五 人 ,也 
得 0. 40547. 
最 后 ,由 (1) 式 得 
ln3=0. 693146… 十 0 405465… 一 1.09861.…，， 
并 有 旦 所 有 写 出 来 的 数字 都 是 真确 药 
如 果 将 第 六 位 四 舍 五 人 , 即 得 
jn3 宕 人 .69315 十 站 40546 一 1.09861 ， 
它 准确 到 10“- 
2932. 利用 被 积 函 数 展 成 级 数 的 展开 式 以 计算 下 列 积分 之 
值 ,并 准确 到 0 DOl : 


G)| ee 一 2 Co ed 


一 0. 0053331( 十 ) 


7 一 0.000004( 一 ) 


3 了 3 


ce| ”Sir | cosz2dr 


1 Sbhz +ee 要 位 
oj] ,an 十 ， 行 和 
到 如 1 好 宙 
3 
Gu)| : 二， c)| ， 二 ， 
co 人 1 士 王 2dz 
co| 去 arc tgz rr， co| 去 arc SInz yz， 
必 .是 恬 - 
co| dx 
解 ca)| er 呈 直 
! 4 
= | .Q 一 衬 + 扫 一 下 十 看 一 …)dz 
一 _ 工 LT 1 了 工 一 一 收 忆 是 
一 ] 了 十 5 2 CEIT 
如 取 写 出 来 的 诸 项 ,计算 到 小 数 点 后 四 位 ,并 作出 下 
表 ; 
1 一 1.0000 
= 一 0. 1000 
+) 林 一 0.0046( 十 ) 
1. 1046 
一 ) ”0.3571 
0. 7475 
总 一 0 3333( 十 ) 
二 ) 天 本 一 0.0238( 十 ) 
0. 3571 
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于 是 ， 
0. 7473 一 | er dz<c0 7476， 


即 有 | eedzr 二 0. 747, ,准确 到 0.001, 并 所 有 写 出 
来 的 数字 都 是 真确 的 . 
Co)| 人 


十 二 十 …] 地 区 


2 总 十 3 天 重工 


3 
2 十 ]n2 十 3 林 十 可 -35 十 1 。192 


{ 十》 十) 
一 2 十 0. 6 931 二 0 1250 十 0.015 6 十 0.001 5 十 … 
二 2.8352 《0<< < 性 0.001)， 

于 是 ， 


-| : WE 


十 委 * 


| ,edx 二 2. 835， 
准确 到 0. 001. 
co| ?Sedzx 
=| ， 二 | > 一 和 到 十 名 一 郑 十 …| az 
2 2 27 


一 2 一 -3 


如 歌 写 出 的 请 项 计算 积分 值 , 则 其 误 益 0< 4<a 2 


列 下 表 :: 
2 一 2.0000 


< 主 


3 了 23 


5 
5*51 


一 避 0533( 十 ) 


2.0533 
一 站 0. 4480 
1 6053 


十 ) 


了 -317 一 0. 4444( 十 ) 


0.0036( 十 ) 
0. 4480 


了 *Y! 


于 是 ， 
. 6051<| 


Smzdz <<1. 6054 ， 


即 
| Sazdxz=1. 605， 
并 且 所 有 写 出 的 数字 都 是 真确 的 。 


《T) coszzaz 
了 8 
-| 站 
一 于 下 + 下 人 

如 取 写 出 的 渚 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 0< 4 了 二 


】 1 
13。6T 人 105 列 下 表 : 


1 一 1. 0000 

十 ) 二 一 0. 0046( 十 ) 
1 00346 
一 ) Da000 
ETTTE 


3 了 24 


5 一 0. 1000 


1 _ 
= 一 0. 1000 
所 以 
| coszzdz 一 0， 各 口 生 站 ， 
于 是 ， 
| cosaadxm0. 905 ， 
淮 拉 到 0. 001， 


co| dr 


心 


1 二 二 5 
一 | .去 | =+ 末 十 订 十 jaz 


__ 1 有 ,。 
一 1 十 村 3 十 证 
如 到 写 出 的 诸 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 
] 上 工 。-。 
0< < 1 十 放 十 广 十 
了 了 人 
本 
列 下 表 : 
1 一 1.0000 
] = 二 一 -一 
5 一 0.0556( 一 ) 
1 _ 
十 》53 一 0.0017( 十 ) 
1 0573 
于 是 ， 


| shx yr1.057， 
必定 
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玲 确 到 0. 001， 
《ee 了 当 中 之 二 时 ， 


1 上， 1 
1 十 好 3 1 
1 十 [ 冯 | 
-| 工 Sr inf 
可 冯 D( 
一 二 仿 ( 一 1 7 上 ， 
于 是 ， 
+ Er 
=-| ] 十 工 
-六 _ 十 吕 ] se+s 
加 量 酝 心 加 2 侍 < 
__ 与 一 1) 1 3 十 
之 统 十 3( 冯 ) 
一 工 _ 工 (工人 二 | 了 工 fLia 
一 言 [到 | 十 二 [到 | 各 | 二 | 十 … 
取 前 两 项 的 近似 值 就 有 
了 了 一心 ]19 十 胡 (DO<De<0 0017.- 
或 者 用 直接 积分 法 : 


| 肆 工 
zz 1 十 2 
=-| t” (11。 1 1 xz-2 
2 | 3 了 ”TI 3 dz 


也 3 ， 五 _ 工 3 
3 人 
一 0. 119， 
了 稚 萌 到 0. 001. 
GO 一 一 -一 (1 一 2 
1 一 于 
一 1 十 过 十 -2 十.… 
3 3 
故 得 
1 
3_ tr 1 工 | 工 国 
站 3 一 三 了 十 亲 十 = 避 . 337 ， 
准确 到 0. ?01 ， 
性 ) | -去 -| 《十 二 1 一 支 寺 
上 了 4 了 8 
一 人 2 十 到 2 十 二 
Ca 1 1 3 一 
一 :一 5 十 可 2 
1 。3.….45 
8 23 十 


一 《1. 0000 十 0.0417 十 0 0160 十 0. 0U90 
十 0. 0060 十 0 dd3 十 0 0033 十 由 0026 
十 0022 十 0 0018 十 0 0014 十 D. 0D127 
一 《0. 1000 十 D. 0240 十 0 0117 十 0.007 之 
十 属 0050 十 80037 十 0. 0029 十 0 0024 
十 由 0020 二 0 0016 十 0. 0013 十 9. 00107) 十 … 


盖 0. 927， 
T。3…47 _ 
0<< 作 < 反 丽 2211<107 


(注意 , 当 10<zs100 时 ,有 
3237 


ma+z)=in[z| 1 十 过 | ] 


=lnz 十 > 汪 | 守 ) 


师 2 大 
于 是 ,得 
-| io in(1 十 之 ) 


] 心 和 


=| 1 Laz 


1 证 


+ 轧 王 Da 


广 
马 《一 12” 1 
一 忌 ln ~ 一 - 一 
oz10+ 2 2 记 |: | 
3 


-- 一 一 | 六 二 一 一 
zln 40+ 直 [1 相 一 


好 工 


1 
业 “。 il ij 


1 | 
+ 是- 
一 8.040， 
准确 到 0. 001. 
] 
《KK | eeezdz 
由 -下 
上 
> 交 
一 | ， = 了 十 二 -jaz 
1 1 
本 5 十 曾 * 天 一 7 十 


于 人 三 天 计 算 积分 信 ， 则 其 误差 


* ic 


于 是 ， 
二 
间 dz 二 0.487( 准 确 到 0. 001). 
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一 一 一 一 --- - -一 -…: 


2933. 求 正 弦 曲 线 
外 一 S 训 于 《< 十 妇 开 ) 
波 之 弧 长 ,并 准确 到 0. 01， 
解 弧 长 * 为 


:= vTF7dz=2 | VTTeossdz 


一 | 1 十 去 costz 一 贡 Tcostx 


十 本 5costz 一 好 汪 ， 


纯 ] 
注意 到 
各 。 FC2m7 1 闻 
| cosrzdz 一 5 * 
即 有 
开 十 工 ”24 1 。_ 区 * 于 |) 
之 214 2 2 22 21 
下 一 
1*3， rr*0ol 
3 2 2 3 3 
3 所 
一 而 1 十 寺 一 大 十 5 和 
各 取 写 出 的 诸 项 计算 。 值 , 则 其 误差 
了 bwrcr 名 ! 了 
0< 4 4 2 2 。41 本 105 
于 是 ， 


5 一 3. 14(1 十 0. 25 一 0. 05 十 0. 02) 一 3. 83. 
* ) 利用 2290 题 的 结果 , 妆 一 0， 

2934. 柱 圆 之 半 轴 为 as=1 及 5 一 二, 求 酉 图 的 弧 长 ,并 准确 到 
0.01. 


解 ” 杭 贺 的 参数 方程 为 一 asinz ,y 一 pcost， 
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一- 一 一 -一 一 


于 是 ， 


全 一 中 下 十 3 一 Yaos 下 十 52sin 和 te 才 
一 帮 * 时 1 一 ESitniie， 
“一 时 必 
其 中 e= 二 为 椭圆 的 离心 率 . 从 而 得 


三 
5 =4| 1 一 名 sinlc 


_ 三 1 1， 1 
4a| : E 2 ant 一 2 丈 
1 。3 


相信。 一 ar 1 四 

下 -75s sint jz 

1 | 工 _ zx.rr2l 1 Te 4 
42| 王 一 这 ee ”一休 亲本 着 2 21 


EdSsimntt 


_1*3。。 7 一 | 
31 2 和，3! 3 
如 取 写 出 的 前 五 项 计算 值 , 则 其 误 盖 0< 44<<10-:. 
再 以 他 + 吾 值 代 入 , 即 得 
5 27，3 一 …] 
256 。64，。 半 
二 2 一 0. 188 一 026 一 0 008 一 0 003 一 ) 
一 4,. 84， 
2935. 电线 是 扯 在 两 根木 析 上 ,商检 的 距离 为 2 一 20 米 , 电 
线 成 抛物 线 的 形状 . 设 止 处 的 矢 天 一 40 厘米 ,计算 电 
线 的 长 度 , 并 准确 到 1 厘米 . 
解 ” 先 建立 抛 牺 线 40 呈 的 方程 . 
取 坐 标 系 如 图 5。2 所 示 , 则 方程 的 标准 形式 为 
一 全 记 y 
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由 于 此 抠 物 线 过 点 吾 (10,0,. 4) ,所 以 
102: 一 22(0.4) , 户 = 一 125， 


图 5.2 
即 
1 
了 ”250 
于 是 ,所 求 的 电线 长 为 


呈 
车 =-2| AH 1 十 | 次 z] 民工 
中 
=250 | vv 于 二 者 


=-259 | (1 十 红 ) 二 起 


寺 1 ， 
=-250| ; [1+ 21 了 2 
1。3。5 
41 


?十 …j]d 


一 一 一 一 二。1， 2 
=250| 训 十 2 ”2355 


1 曲 放 | 
5。21 2 “ 
32 


如 取 前 两 项 计算 积分 值 , 则 其 误差 


250 2 : 
0<L<8 0 10 
因此 ， 
2 ti 1 多 
5 一 250| 35 十 村“ 六 霉 | 


一 20 十 0.02 一 20.02( 米 )， 
即 所 求 的 电线 长 为 2,02 米 , 准 确 到 0.01 米 ， 


$ 6、 福 里 叶 级 数 


1" 展 开 定理 ” 若 函 数 f(z) 在 区 则 (一 2,0) 内 逐 段 连续 并 有 逐 段 连 
闭 的 导 函 数 (rz), 并且 一 切 不 连续 点 上 是 正则 的 


[ 即 7 六 CCG--07+TFE+0)7], 则 二 数 7Cz? 在 此 区 间 上 可 用 描 里 
叶 级 数 表 出 


Fr = 孚 十 志 ceos 2 + sein 喇 ]， 《17 
式 中 
“= 了 |， (cos 写 <dxn 一 0)1,2，…》 《27 
及 
| FKz)sin 辐 EdrCn 一 1.2)。 (2 
特别 是 : 
(a) 若 函数 有， 
Fr) 一 了 十 Yaucos 5， 《3 


式 中 呈 一 了 | 下 工 )eos dx(r= 办 ,1 2 
(@) 若 函数 /(z) 基 奇 函 教 , 则 得 ， 
3 了 33 了 


Cr) 一 212sin <， 《4) 


式 中 5.= 计 | 了 [)Sia dx 一 1 站 空 站 。 

一 个 在 区 间 避 :六 中 有 定义 的 并 具有 上 面 所 提 到 的 连续 杀人 忻 的 画 
数 ffz), 可 在 该 区 间 内 用 公式 (3) 及 公式 ( 归 表 示 . ， 

2 完全 性 匠人 御 ”对 于 任 一 在 区 间 (5 一 六 已 上 可 积 的 且 其 平方 也 是 可 


积 的 函数 FJ) 作 具 有 系数 人 2) ,027 的 级 数 (1)，, 刚 李 雅 十 诺 夫 等 式 成 
羡 ， 
一 十 >+o= 了 于 | Ga)dz， 
2 ”之 二 -， 
3* 福 里 叶 级 数 的 积分 法 ”在 区 间 ( 一 刀 虽 内 护 黎 受 意 六 可 积分 的 函 


昌 和 才 者 和 和 和 才 喔 呈 


数 frz) 之 福 里 时 级 数 (17( 邯 使 是 发 散 的 ,可 以 在 (一 2 六 内 逐 项 积分 . 
2936. 将 范 数 
(一 Sin4 人 
懂 开 成 福 里 叶 级 数 . 
解 ”在 [一 r, 妇 上 ,函数 /zc) 一 sin'z 展开 成 福 里 叶 角 
数 有 
六 )》 一 肥 十 Y， (acoszzd 沾 本 sinox 和 r)， 


由 于 


如 间 4 =| 


1 一 cos2z1 2 1 1 了 ,1 十 cos4z 
2 一 十 一 coscr 4 7 


一 言 一 到 cos2z 十 于 cos4z， 


息 
| 3 1 ] 
-| 8 C0S2Z 十 gcos4zj dz 一 


中 | 局 


了 3 


过 
冲 一人 
区 


=  . 2 = 3 
Stmh4reOSHidzr = 一 一 人 癌 汪 开 寺 
习 可 」n1 8 


一 六 cos 2rC0S 坟 人 十 言 cos 4zeosnz| 肆 读 


从 让 天 2 开 舌 由 


一 误 ,m 一 2， 


一 
[一 


工 ,pm 一 4; 


世 
.一 之 | Sin+ 工 Sn 和 一 站 全 一] 2 


又 函数 zzr) 处 处 连续 , 故 其 福 里 叶 级 数 收 伍 于 项 数 本 
身 * 即 


ACT) 一 立 一 六 cos2z 十 到 cos4z 


注 由 此 题 可 以 看 出 ,周期 为 2r 的 三 角 多 项 式 的 
福 里 时 级 数 就 是 它 本 身 , 下 面 一 十 将 给 出 一 般 的 证 明 ， 
2937. 三 角 多 项 式 


jp(z) 一 > (ascosiz 十 Bisintz) 


人 


的 福 里 叶 女 数 是 怎样 的 ? 
解 思 (z) 是 以 2 为 周期 的 函数 ,不妨 在 [一 ,zx 上 展 
开 成 福 里 叶 级 数 . 由 于 

20 一 二 | _ 六)dx 


-一 之 | 加 (eicost 工 十 各 stnz 臣 7 吕 工 一 2ao ; 


一 工 | 


元 | 大武 让 JiCOS 反 天 人 代 


了 35 


一 二 | 加 之 ， 《acosir 十 总 Sinir JeDSHECE 工 
一 他 dj 


声 一 | _ 访 ( 工 )SinmTCL 


革 
和 加 了 了 于 昌 
一 元 | 之 ， 《arcostr 十 矶 sinzr)sinzetd 
一 前 
让 由 


一 间 ， 
于 是 ,在 [一 皂 * 开 ] 于 ,有 


zz) 一 肥 十 之 ， (arcosmHT 十 机 sinztr) 


一 袜 (arcostY 十 及 sint)， 


即 疡 Crz) 的 福 里 时 级 数 就 是 它 本 身 ， 
2938. 将 困 糙 
(rr) 一 sgnf 一 和 < 工 忆 世 ) 
展开 为 福 里 时 级 数 、 
给 出 函 孝 的 图 形 及 此 画 数 之 福 里 叶 级 数 之 阁 干 部 
分 和 的 图 形 . 
利用 展开 式 , 求 药 布 尼 兹 级 数 
《一 1)"-1 
2 一 
的 和 、. 
和 解 ”由 于 


“一 过 | SgDZzCw 一 避 ， 
并 一 再 
1 本 
<.= 革 | _ sgnecosmidr 一 0 


了 35 


囊 。 = 二 | sgnzsinmnzadz 一 亿 | SSgnmESinNsrct 人 
开 一 可 玩 自 


| sinaxdz 一 一 亿 cosnz| 

一 三 CI 一 (一 D9， 
又 函数 产 z) 在 (一 rz 上 只 有 一 个 第 一 类 间断 扣 , 各 其 
福 里 叶 级 数 收 侣 , 且 有 


一 1， 一 业 工 所 .人 
和 Sink2 一 1) 
元 人 本 二 1 ” -| 一 心 ， 
1.0 < 冲 < 所 


rr) 及 其 福 里 叶 级 数 之 若干 部 分 和 的 图 形 如 图 
5.3 所 示 , 其 中 而 的 是 一 项 3 .两 项 之 和 3 及 了 (xz) 的 图 


即 莱 布 尼 兹 级 数 
Y 《一 1) 


一 世 
人 27 一 1] 4 


在 所 指定 的 区 间 内 把 下 列 函 数 展 开 为 福 里 时 级 数 ， 
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2939. 在 区 间 (0,22) 内 晨 开 
Fo 二 休 DD< 二 < 


, 若 < 2 
其 中 4 为 常数 . 
解 ”由 于 
z= 了 | (GT 一 | .4dr=4， 


一 工 | “ 2 
a. 一 卫 | ”zycos 7 过 工 


1 az 
= 于 | 4cos 7 要 工 一 站 
Ta 
6 一 于 | ACeysin 六 dr 
一 二 | .4sin 邓 zdz 

二 


了 
一 也 Tv jy 
一 鞠 上 攻 一 ] 3， 
故 按 展开 定理 ,zz) 可 展开 为 
由 < 工 扫 了， 
4 24 局 1 mr 4 
和 十 所 之 隐 二 isin(2 二 1) 本 一 本 


0 一 工 扫 2 


2940. 在 区 闻 ( 一 rr 中 展开 _ACz) 一 ， 
解 ”因为 Fr) 一 z 为 奇 函 教 ,从 而 ao 一 co,=0, 且 


五 = 上 | 工 3 所 下 二 如 工 一 二 | ”xsijnzrdtx 
于 一 可 于 必 


一 (一 1)"-1 二 ， 
得 


故 按 展 开 定 理 ,FCz)? 可 展开 为 
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一 -一 一 一 .- .二 ,mL -. 一 


az 蔡 一 rr<Cr<0O; 
7 一 (人 站 << 开 ， 
其 中 沾 及 六 为 常数 ， 
解 由 于 


一 四 | 本 azdz 十 二 | “bzaz 一 “二 <r， 


cm = 壮 | 1 azcosnzrdz 十 十 | 占 丰 COS 阳 荆 雪 于 
贾 一 理 齐 全 


元 人 1 2 
石 。 一 工 | arsinzazdz 十 十 | 吾 工 Si 这 宦 
开 一 才 可 自 
2 十 < ~ 1 7 二 ! 和 
故 按 展 开 定 理 ,Fxz)? 可 展开 为 


二 2 一 吾 ) COsT2 十 荆 ) 开 
二 了 《给 十 1T7? 


_ 村 十 了 
十 《十 的 Y， 一 sinaz 


司 


三 开 ， -一 下 
| 出 一 明 ， 
吕 z， DO < 必 . 这 < 开 。 


2944. 在 区 间 ( 一 和) 中 展开 AKCz) 一 琵 一 z2. 
和 解 因为 Fz) 一 王 一 卫 为 个 函数 ,从 而 入 = 一 0, 且 
< 一 全 | ,nm 一 zDdr 一 全 cmz 一 二 := 经， 
| ， 攻打 一 下 CDS 下 天 作 左 一 2 ， CS 工人 本 全 
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少 包 四 可 站 于 中 
< 一 一 汪 号 1I 打 . 工 十 一 SI 姑 二 过 工 
挫 开 人 允 抽 」 
攻 | 二 | “ 
一 一 一 CDS 下 写 十 一 一 COS 地 工 全 区 
天 开 1 拉 " 机 0 


一 乞 ( 一 17n+4， 


故 接 展开 定理 ,jz)? 可 展开 为 
红 +dAS， 生 直 -cosnz 一 环 一 于 【一 邢 < 工 扫 开 ) 


中 一 


2945. 在 区 间 ( 一 rz 中 展开 jz 一 cosat， 
解 ”因为 Frz) 一 cosad 工 为 但 函数 ,从 而 久 一 0, 且 


2 人 = 之 ， 
好 0 一 一 ROS 人 和 二 一 一 -Smez 开 ， 
交 和 旧 开 


分 凋 
2 一 二 | ecsazcOsmLG 
区 」 。 


= 二 | Ceostd 如 十 GD) 交 十 PDS 【 拓 一 和) 工 ] 寻 雹 
杜 必 


一 22n2x ， 《 一 2 
由 2 一 站 


区 按 展开 定理 ， (z) 可 展开 为 
2 ocx [六 1 十 3 (一 ] 3a+i 29o22] 一 Cosa 


天 吧 革 


量 


《 -一刀 < 工 < 区) 


2940. 在 区 间 ( 一 r,x) 中 展开 六 ) 一 stinaz 
解 ”因为 fx 一 sinaz 为 奇 范 数 , 从 而 ao 一 au 一 0 县 


王 = 和 | sinaxsinmazd 
一 | 。 [ees( 拓 一 )? 工 一 CDS( 所 十 们 过] 本 区 
了 4 


一 oaz 。 《一 了 加 十 7 天 
j 一 c2 


改 按 展开 定理 ， xz) 可 展开 为 


22inar 《一 于 3eT1PSTm ， 
一 一 sina 
je 一 - 从 


口 于 ] 
一 站 < 交 刘 
2947. 在 区 间 ( 一 ”中 展开 .FAxz) 一 shax， 
解 因为 .Az) 为 奇 函 数 , 从 而 ae 一 za 一 0, 且 


本 = 三 | ”Shearsinmzedz 
开 」b 


一 这 [一 二 sharceowz| ,十 <| ， cosnzchazdz 】 
2 [ 王 ye+i 
再 


谨 


他 ， 可 
Shar 十 一 charsimne 
斌 荆 
他 人 ， 
一 二 | ， shaxsinnmrdz ] 


_ 二 十 辫 六 页 
一 并 rhor- 划 。 sharsinmzdz j 


2 一 172+ 1 She 一 所 包 ， 
关 开 
即 
《一 1D*+12p 
吾 。 一 28 Shear， 
故 按 展开 定理 ,六 xz? 可 展开 为 


| ， 
(一 1371 2 一 Shazf 一作 < 人 < 化) 
2948-. 在 区 间 ( 一 下， 加 中 展开 /一 
和 解 ”由 于 
“ 1 ww ae 卫 
= 到 | ee 好 ) 一 六 sheph， 


了 32 


站 必 口 3 十 区 
_ 工 上 卢 再 ce 
一 2 岂 
“ < 十 | 
_ 攻 一 12c 
一 让 有 十 Cishahs 
上 | * arci 拓 开 工 
忆 一 大 en 全 寺 
ain 5 工 os 号 工 
1 下 | 
本 :二 | 区] 一 在 
【一 1 :2 
一 [二 CoxJ55844， 
故 接 展开 定理 ,zx) 可 展开 为 
2sho | 1 om 本 内 COS 三 一 拓 TSIn 沁 
3 十 之 (一 1 一 二 CR 


一 后 (一 上 < 工 所 丰 )。 
2049. 在 区 闻 5Caya 十 2 中 展开 (zz) 一 
和 解 由 于 


| TH 一 2 十 1， 


他 = 寺 | TCDS dz) 


工 ， 许 开 下 1 二 中 二 『 = 十 站 ， 并 开工 
一 -一 stn 一 一 一 一 Sin 一 一 他 
闻 开 1 打下】 。 下 
一 2sin 2 
好 定 站 
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| + 并 让 证 
鼎 ， 一 | ， Asin 一 二 
一 寺 天 开工 和 1 得 开 二 
一 一 一 cos -一 一 -一 - ODS 一 一 旭 工 
怒 开 籽 开  。 
2 认 开 巡 
一 一 -一 03 一 -一 》 
六 冶 二 
故 接 殿 开 定 理 ， /在 (十 2) 中 可 展开 为 
芝 天 下 三 天 吾 二 
中 十 上 十 一 2 二 Si 7 一 一 CDS 7 


再 肥料 。， 开 开 工 


一 cos 邓 4sin 本 一 zta<xz<a 十 20)， 
2950, 在 区 闻 ( 一 r,f 中 展开 fx 一 sin 
和 解 因为 FAz)? 为 候 函 数 , 从 而 包 一 0 组 
们 6 = 芋 | rsinzdtx 
-过 | 一 rosz| 二 coszdz 
一 上 ， 


2fvr ， 
ax 一 二 ，XSinTCOSMAG 


， 一 二 | 。 和 FTSIRY8 十 1 一 St 一 1 


上 工 一 cos 十 1J) 工 sin(z 十 1 
刀 ?2 十] 《站 十 二 


目 了 05 人 (一 17 工 Sn 一 区 
好 一 《一 工 2 
本 -十 了 
一 给 (re 一 2，3， .)， 


拓 ? 


恬 


41 一 | TSinDTCOSC 人 
让 各 
1 了 >*  ， 
一 一 Sin2xcz 
开 」"% 


了 


一 元 一 至 cos2z 十 二 sin2z] ,一 一 二 


之 2 
故 按 展开 定理 ,Fr 可 展开 为 
一 六 coszx 十 2 之 。 和 安 二 cosoz 一 -Sm 


《一 和 < < 
2951. 在 区 间 ( 一 过 ,了 ?中 展开 Cr) 一 zcosr. 
解 ”因为 rz) 为 奇 菌 数 , 从 而 ao 一 es 一 0, 目 


旷 
业 上 到 、 
石 一 元 CD 二 SDH 人 人 人 


一 二 | 7 二 [Si SN- 和 十 S1nC 29 一) 工 ] 开 工 


一 宇 [一 z22SCe 1 工 十 20 2 十] 
2 十 1 《2 十 1) 
COSLC2 一 1) 袜 十 2 2 一 二 三 

22 一 了 2 一 二 7) 
_ 《一 过 一 上 。 闻 
《4 一 3 
阴毛 展开 定理 , 7) 可 展开 为 


1 基 忆 (一 人 全 一 一 一 Sin2rr 和 一 定 CCOS 区 


【47 
下 并 
《一 三 TS 了 1) 
将 下 列 周期 函数 展开 成 福 里 叶 级 数 : 
2952， 六 rr)7 一 SnCcos 工 )， 
解 ”由 于 


FFC(7r 十 2 一 SgEnIeos(w 十 27r) 门 一 sgEnIeosz) 一 六 们 )， 
故 /xz) 是 以 2 为 周期 的 周期 图 数 , 又 乒 z) 为 偶 国 数 ， 
从 而 束 王 0, 且 

了 了 45 


en 一 问 | ， 人们 【COS 交 ) 夺 二 


=- 三 [| :dz 十 | 3 (一 D)dz| 
一 属 ， 


人 一 二 | sgn (cosz)cosmazdz 
一 硅 | 】 cosnzdx 一 | _ cosrzdz| 
区 0 过 


-二 一 Si 王 十 二 SU 至 | 


2 
0, 当 # 为 但 数 ， 
一 一 S1 们 了 一 ， 生 
奏 下 《一 1 7 站 沁 一 2 十] 


《 呈 一 口 ,1 
故 接 展开 定理 ,zz) 在 5 一 mr) 上 可 展开 为 


二 天 
二 >， [(- 六 2 一 Snfcos 和 r)， 


注意 ,此 式 在 rz) 的 不 连续 点 * 一 一 二 和 xz 一 也 也 


成 立 ,这 是 因为 在 这 些 点 满足 PKz) 一 到 CA(z 一 0) 七 7 
(zz 十 0). 于 是 ,上 述 展 式 对 一 切 一 ce<z< 所 十 ee 攻 成 
羡 . 

20963， 上 7 一 arec sinfsinTry， 
解 ”rz) 是 以 2z 为 周期 的 连续 周期 国 数 ,又 Fr) 在 
《一 本 ,各 内 为 一 坷 函数 ,从 而 ao 一 cu 一 0 有 


了 上 四 。 。 。 
百 。 一 元 afC SmtSID JST 让 夫人 
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= 之 [| 。xsinmzdz 十 | ， Cr 一 z)sinezdz | 
豆 

= 去 [| 一 二 cosnz 十 -sinaz 汪 一 下 cosn 四 

十 | 到 cosnz 一 六 sinnz] ， ] 

殖 拉 本 洒 

4 吕 当 为 偶数 ， 

1 《一 工 六 去 区 于 Ta 一 2 十 1 
《并 - 一 日 ，] 2) ， 


三， -和 十 < 人 sin(2 十 1] 二 arc sinfKsinz) 


晶 咖 性 


《一 co< < 十 co)》. 
2954， 产 ) 一 are sinfeos 克 ). 
解 ”/(z) 是 以 2x 为 周期 的 连续 周期 本 数 ,又 rz ) 为 
候 函 数 , 从 而 尺 =0, 且 


吧 可 后 
ae 一 元 | ,arc SETCODST 人 人 


| 开 _ 
一 元 | 2 工 | 呈 二 一 站 
之 | = 。 
人 如。 一 元 8 生 1i【《C 仙 SS 和 ) 习 口 二 天 定 t 寺 
只 林 
一 元 (一 开 )cosxhrGz 
_ 于 工 本 
一 元 [ 3S1nd 到 sinmz 二 ceosnz ] | 


~ 。 工 rr 1y 
一 元 ”7 荆 fL 一 (一 1 
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0, 当 :为 个 数 ， 
1 《上 一 站 1 2 


故 按 展 开 定理 ,PKz) 可 展开 为 


于 SN cos(3 十 1)z CDST 2 十 1 二 
六 人 (2 十 1)2 


一 arc SImecOs 荆 ) 
《一 co<rc 十 ce) 

作曲， 六 了 一 无 一 [他 ]。 

解 因为 

天 (十 1 一 开 十 1 一 Cr 十 1 一 xz 十 1 一 [zz 一 1 
一 交 一 [xz 一 扩 ( 环 )， 

故 rz) 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 . 而 且 , 除 = 一 天， 

并 一 0, 士 1, 士 2,… 诸 点 外 ,Fr) 都 连续 . 由 于 

| ， { 定 一 工交] az 一 2 | xdzr 一 1， 


人 一 [xzr] cos2oarrredr 


一 了 站， | TCDS 呈 1 开工 人 个 


一 2[ 元 一 一 Sm2HT 二 十 cos2nrz] |。 一 人 站， 


全 ( 开 


， ”全 一 [Cr] sinm2HTT 人 mr 


一 0s2zmX 十 TD 


一 了 | ， 工 SLEm ER 下 生 才 工 
[一 天 1 


sin2rtrx] | 


3 


定理， 上 (z) 可 展开 为 


COS2ACK2OR 十 1)7 工 
本 一 二 >， ( 耿 十 1 和 一 他) 


《一 op co 工 < 十 co) 
20957， rr) 一 |sinz |， 


解 /zx) 是 以 二 为 周期 的 连续 周期 函数 ,又 rz) 为 偶 
熙 数 , 从 而 鼎 一 0, 且 


ao 一 二 | lsinzldz= 二 | sinzcdz 一 二， 


开 


如 。 = 二 | |sinx |cos2xzid 工 
式 」 9 


一 全 | : [Csinf2m8 十] 一 Sing2rz 一 1) 区]d 和 
-2 
一 去 Te 


十 区 一 
了 了 


一 立 。 贡 一 了 
生理 72 可 展开 为 
本 习作 与 全 于 工 

和 2 2 于 4 一] 


《一 ce 习 工 < 忆 十 ce)， 


一 |1sinz| 


2958. 大 (zz) 一 jecosz|1. 
和 解 由 于 


六 工 ) 一 |Cos| 一 
鼓 有 


ms+ 引 |， 


32510 


者 和》 
ecGs2n| 闻 十 到 | 


5 
|eos 二 | 一 元 元 2 3 
《一 Tcos2n 
本 下 之 ， 生 一 ] 
和 于 忆 COS 关 全 
本 十 区 之 人 ] 4z 一 1 
《一 co<Y< 十 co)。 
x* ?利用 2957 题 的 结果 ， 


2959. Fr 一 >or Sa2z(ic| < TI). 
由 吧 】 


解 显然 户 (z) 一 <Paz 是 一 co<x 忆 十 co 上 的 连续 冰 
数 ,注意 , 当 证 一 天 如 《天 一 0y 士 下， 士 2,……， 时 , 数 值 理 解 


妇 I 有 天 二 。 其 妆 嫩 半 本 二 一 
1inm 一 一 一 一 im 一 一 一 一 一 站 (一 1 全 一 和， 
SI COS 工 


并 且 zz) 是 一 个 周期 为 2r 的 周期 男 数 且 为 但 驮 数 ， 
此 外 ， 
号 1 手下 


四 (光一 一 一 一 


SI 工 
Stn《 关 一 T)COS 十 COSKH 一 1 -SI 
号 1 有 天 
一 办 一 久 二 CO08S 交 十 CDOSK 拓 一 熙 元， 


故 
| 声 o| 安 | 疡 -IYZ| 十 下 一 co 二 十 oo) 
《 邓 一 立 ，3 ov 
注意 到 四 (z) 王 1, 由 上 式 , 利 用 归纳 法 即 知 
| 疡 习 人 7 寂 拉 ( 一 co<P< 二 co) 凑 一 1 


5 


于 是 ， 
和 了 委 共 ||" 《一 吕 二 区 十 oo 天 一 下 2) 


由 于 级 数 症 m al" 收 敏 (因为 1s1<<1), 故 级 数 


2 2 在 -oo<<x<< 二 co 上 一 致 收 伍 ,由 此 


闪 半 人 
可 知 , FCz) 一 六 wsinnz 是 一 ee 挟 工 所 十 co 上 的 连 
放 吧 ] 


续 函 数 , 且 在 任何 有 限 区 间 上 均 可 还 项 积分 ， 
注意 到 Fixz) 为 以 2x 为 周期 的 周期 函数 ,并 且 是 个 
函数 , 故 六 一 站 且 


好 0 一 三 | w < szcfz 
四 sinorx ， 
二 2 片 9 sin 红 
己 F 匀 六 元 折 Slnmz ! 
到 [27 | 让 Sm dr 工 十 罗 王 e| 0 sd 


一 2 So2att 2 ， 


下 到 站 工 一 去 


Le 四 
本 | 珀 后] 拉 季 了 并 它 丫 S 了 7. 工 
烛 。，- 一 - > 一 一 一 -一代 
开 51 站 写 LT1. 共 


| 


_ 工 Lo = SinKkPt 十 天) 了 十 SingC 知 一 22X 1 


Si 的 工 


仙 到 ] 


一 了 十 也， 


本 
_ | *3inmtot 十 1r 十 snfra 一 1 


号 | 了 区 


了 了 534 


7 一 二 >o | 2 十 闪 )f 十 singoa 一 2 


S1TL 直 
当 业 扫 症 时 ,和 不论 疾 十 站 及 如一 天 是 偶数 ,还 是 琴 十 于 
及 于 一 半 是 奇 煞 ,六 中 请 积分 都 为 堆 , 故 有 一 0 当 严 
2 天 时 , 若 和 十 关 及 闫 一 闫 为 偶数 , 则 天 中 对 应 的 积分 
等 于 零 ; 若 加 十 于 及 天 一 天 为 坷 数 , 则 到 中 对 应 的 积分 
等 于 2r. 于 是 ， 
(3 扩 二 1) 十 咏 
了 一 2 ， 2 "了 丁 一 大 ， 
由 于 a。 - 矿 , 故 按 展开 定理 ， 人) 芹 可 展开 为 
fy 一 (1 十 2 weosnz] 


《一 CD 了 < 抱 十 ch 
# ) 利用 2291 题 的 结果 
2960+ .把 函数 


Fa =secz| 一 王 <z< 节 ] 
展开 为 福 里 叶 级 数 ， 
解 ”显然 FA(z)y 一 secz 在 | 一 至 ,到 | 内 连续, 而 且 是 


储 通 数 , 故 
已 一作 长 手 一 ] 站 


了 5 了 


Cr 


1 一 cos(z 十 了 ) 
sinz 十 到 ) ， 


一 总 | 

于 

= 三 [ln 1 十 sin 工 】 
抽 克 口 S 开 


一 二 inK1 十 了 )， 


8 | 玉 cosdzrz 7 
作品 S 


-= 
业 


帮 


《天 一 下,2， 
证 


由于 
CODS4 -一 COS【《 训 交 一 站 开 ) 
一 一 2S1h da 工 一 2 工 )S1n 人 
一 一 接 1n《4 二 一 JSlncoOSs 工 


一 羡 [COSK 二 碟 一 工 ) 一 CDST 7 下 一 了)TCOS， 


故 
&| 了 TCDS 4 和 工 

co 0 。 芝 站 总 雹 
一 全 ， [cos(4n 一 1)z 一 cos(4n 一 3)zdz 
| 本 cos4Cn 一 1 7 

CS 二 
一 节 ] sinrnr 一 二 ) 一 

开 、d4 一 1 才 本 一 了 


包 1 Ti Ce 一 半 z)] 十 ov- 
_ 本 一 半 一 于 一 二 
= 闪 [ 导 二 一 二 一 一 一 .一 Si 所 站 2] 十 ev- 
1 nn 1 
好 学 


一 一 一 一 一 om 一 


16 ww 2 一 1 


TY 


| 
工 


由 此 递 推 会 式 , 得 
16 w 2 < 》 (- 一 了) 
人 这 [ 检 二 (4 一 1 一 
_16Y2S (一 1 


让 “会 ( ( 持 一 3)(4 人 一】1) 
十 立 In(l 十 VD)Ka 一 1;2，… 小 
于 是 ,下 面 的 展 式 上 成立: 
secd 一 <Int1 十 2 ) 十 > (sina 十 2) 
四 
一 屏 5 人] > km 、 琶 一 jeos4nz 


二 了 


| 一 开 于 | 
本 扩 工 入 本 


2961. 将 曙 数 zz) 一 垃 展 开 戌 福 里 叶 级 数 :(a) 按 余 尿 展开 : 

(5) 按 正弦 展开 (ay 在 区 间 (0,2m) 内 展开 ， 

给 出 确 数 的 图 形 及 情形 (a),(5) 与 4e)? 的 福 里 时 绥 
数 之 和 的 图 形 . 

利用 这 些 展开 式 , 求 级 数 的 和 : 

(一 3Pt 1 

之 客人 好 及 之 ， 【22 一 1172 

“= 二 | zadxz 一 2 ， 


人 = 三 | 0 节 人 人 全 
五 j」。 
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了 [1 有 


多 

呈 | 2 ， 马 ， 

一 一 一 和 四 大 人 十 一 COS 开 交 一 - 瑟 S1n 罗 
如 1 拓 拓 类 


史 站 
互 十 4 2 (一 和 -cosnzr 一 za( 一 贡生 工 过 和 


人 0 
而 。 = 大 | ”Bipnorcz 
机 性 


2 ， 关 2  ， 2 = 
一 元 ( 一 亢 cosn 十 二 Sin 十 -COSHT) 。 


_zx 一 Dr 十 各 C( 一 D" 一 D， 


故 Zez) 在 [0 了 可 上 上 按 正弦 展开 为 
2xY， 一 二 一 sinaz 一 8 忌 sin(28 十 1)z 


主 2】 开 站 《2 皮 十 1 
一 区 [0 六 :了 荆 < 必 TT)， 
(《p)? 由 于 
: 
娄 0 一 | 和 人 一 近 9 
人 。 一 过 站 COS 天 如 全 立 
= 半 | 沁 sinnz 十 25cosnz 一 瑟 sinnz| 
下 人 把 如 失 ; 1 18 
一 生 
好 
PP = 二 | xzsjinyazd， 
一 革 | 一 交 cosnx 十 经 sinaz 十 蕊 cosmz 


一 忽 


日 


天 
故 rz 在 (0,2r7 上 可 展开 为 
症 2 AAA CDS 理 区 一 ，Si1n7t 人 
2 
一 并 2 (DO < 工 < 2)， 


_ 函数 的 图 形 , (al、(6) 及 (B) 的 福 里 叶 级 数 之 和 的 
图 形 .如 图 5.4. 转 5.5. 图 5.6 及 图 5.7 所 示 . 


元 
若 在 展开 式 (ai 中 令 工 一 下 ' 则 得 


口 避 7 


3 各 
于 是 

之, 声 一 乞 . (1) 
若 在 展开 式 (e ) 中 令 并 = , 则 得 

虹 十 4 之 ， 一 = 好， 
于 是 

党 攻 -… 1 yn+1 加 和 

2 一 一 (2) 
将 级 数 (1) 和 (2 相 加 ,得 

1 《一 1) 人 T 

忆 [ 寺 + + 一 一 工 ， 
即 

二 1 四 

之 ， 《2 一 1)2 8- 《3 

2902. 由 展开 式 


一 2 2 (一 1)"+1 Sazxz(- 了 < 工 二 和 )， 


用 逐 顶 积分 的 方法 ， 求 芽 数 关 和 天 在 区 间 ( 一 ,z) 
内 的 柱 里 叶 级 数 , 
解 0 上 迁 项 积分 ,得 

三 一 2 1 5 ] 


由 了 
《一 1])*+1  。 玫 
之 | 7 12， 
代入 上 式 , 即 得 
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Sn 


一 At 十 12 人 人 (一 1) 一 一， 
二 mm 】 
得 


ea 交 2 
人 多 一 TD 一 区 《一 天 交 芝 克 ). 


地 吓 了 】 


将 二 式 从 0 到 积分 ,得 


忆 "Cos 一 1 一 2722 一 光 4 
> 多 (一 1) 1 


{ 一 开 扫 和 扫 T)， 


以 工 一 立 代 入 ,得 

与 -+ 上 一 《一 ] 和 开 

一 DT， 
即 

元 

忆 本 十 1 1 一 下 (1 
由 于 级 数 

2 记 (2) 


本 一 二 


收 狂 ， 帮 可 设 其 和 为 S、 于 是 ,由 (2) 一 (1l? 得 


1 7 
二- 96? 


。， 旺 m 


即 


同时 ,还 可 妆 出 
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了 0 
【全 六 3 24， 900 


Sn 《一 1)"+1 忌 1 所 1 
之 ， 2 = 之 7 焉 十 二 之 2 


| 1 = 遍 
x| 误 一 冯 90| 一 7207 


也 可 利用 此 结果 求 得 的 展开 式 , 事 实 上 ,将 天 的 展开 
式 具 0 到 > 积分 ,再 以 
呈 二 sr Tel 4 
有 
代入 即 得 . 
2963， 写 出 郑 数 
1, 当 ||<a， 


Ap 一 人 az<a 
的 李 雅 甫 诺 去 等 式 . 
由 李 雅 甫 诸 夫 等 式 , 求 下 列 级 数 之 和 ， 


2 各 和 Si 六 妇 2 及 盖 ) So COS 如 如 2 
解 由 于 ee 为 谷 适 数 ,从 而 所 =- 0, 且 


an 一 全 | dz 一些 
元 」 
281ne 


上 疝 
一 亡 人 3 好 .了 工 一 
天 吃 辛 死 


忆 
1 六 * 过 |“ Za 
| za 一 三 | "xz= 误 ， 
故 对 应 于 zy 在 5 一 fs*z] 上 展开 的 李 雅 甫 诺 夫 


等 式 为 
367 


于 是 
Sn sintpaa af 总 一 ar) 
之 ， xm 了 ” 
而 
> coszz 一 > 二 一 盖 于 sini 2 
加 rr2* ) 加 < 二 有 一 3mra 十 3eat 
6 6 
# ?利用 2961 三 的 结果 
2964. 将 函数 
1 若 站 < 奴 1， 
了 一 工 ， 车 2 二 了 去 3 
展 成 福 里 叶 级 数 ， 


解 将 jz) 在 C0,.3] 上 按 周 期 为 3 作 福 里 时 展开 , 注 
意 其 图 象 , 易 见 7Fz) 的 延 拓 ( 周 期 为 3) 是 偶 函 数 ， 
及 而 一 0 且 


Gu = 也 | Cryadtz 


,ndz 十 宇 | + 二 | (3 -xd 


; 
| COS dz 十 了 | oos dz 
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| -一 下)DS 2 
了 : 3 


_2113 2mxz 9 
2 2 十 4 


岂 弛 开工 二 


励 侨 台 


5 
号 。 ， 辽 叶 政工 和 ， ” 叱 让 开工 
aana 3 一 in 3 


妆 


名 
-一 了 


2 9 9 2 
= 号 人 5 十 TCDal cos 3 


十 es 2 ] 
一 二 
下 rr) 在 [0， 人 


二 3 十 冯 2[ 一 上 人 cos -一 汪 DOS 2 


一 0 


了 一 1)"rcos 二 ， 


< ] 刀 - os 吓 ]eos 2 


十 【一 工 十 订 )cos2rz 


| 二 _ 1 名 区 
十 【一 开 一 耕 交 也 个 和 可 -3 
了 丰 亲 


1 1 1 1] 站 和 
十 【 5 一 JeCOS 一 3 


上 + (一 让 十 亢 )cosdxz 十 … 


1 < 一、 1 
间 一 一 疙 站 总 才 帮 这 区 ， 
3 之 ， 玖 人 


故 六 z) 的 余 纪 展 开 式 可 和 写 为 
过 一 了 二 cos 2 十 二， 二 cos2mmz 
问 一 上 
一 xz) (0< 扫 工 所 3). 
利用 公式 
Cos. 一 去 人 十 站 ysinr 一 六 人 一 弛 ， 
式 中 上 一 吐 及 E 一 ce 将 下 列 示 数 展开 成 福 里 叶 级 数 ， 
2965”. cosz Ta 为 正 整 数 ). 
解 cos 知 r 
(于 mm 
一 Ciuecr one 


0 


1 1 | 二 
一 六 CC& 十 到 | 之 / 十 人 >， ] Cezov-o 


1 一 此 十 1 


册 一 了 
一 二 25CZ 十 二 [ICherr-o 
到 必 
图 一 ] 


十 > CC 吕 ez 2] 
下 是 出 


站 一 上 
-一 志 C& 十 六)C Ce2Km 一 9 十 已 一 2Km 一 9 让] 
+ 一 个 
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班 一 】 
Cg 到 二 Circos2(mr 一 介 补 


一 5C3 十 3- 到 -DCr “COs2 开 工 。 


由 于 上 述 表达 式 为 一 三 角 多 项 式 ， 故 在 (一 co 十 eco) 
中 的 福 里 叶 展 开 式 即 为 它 本 身 ， 


9sSinz 
29606. T 二 2ocosz 二 Oo2t | 了 |<<1)， 


解 ”由 于 


昌 并 
他 Sim 革 Be 
1 一 20cos 并 十 g2 1 一 CEe 王 十 ee 十 二 
1 _ ge 一 e 一 ) 
2《]1 一 Ge tf1 一 Ge 
= 工 | 一 -1 
站 1 一 9es 1 一 ge 
= 去 5Gl 十 ge 十 gze 呈 十 … 和 一 (1 十 ge 十 ge 呈 
十 :了 一 gsinz 十 dsin2z 十 下 
及 级 数 


dsinz 十 dsin2z 十 … 十 sinaa 十 … 
满足 lersinez1<se" ,而 Ze (19|< 1) 收 伍 , 故 级 数 


对 一 】 
在 (一 co, 十 co) 上 一 致 收 伍 . 因此 ,级 数 
32Sin 和 工 十 呈 sin2z 十 十 9sinm 工 十 … 


St 奔 
即 为 其 和 了 一 5coscoz( 它 是 周期 为 2r 的 奇 画 数 ) 
的 反 里 叶 级 数 , 即 


人 > MGrsinaz 一 证 《一 CD<Yc 十 co 
甩 亚 


本 


365 


2967-. zf|2|<1)， 


1-9 
1 一 29cosz 十 9 


和 解 ”由 于 
1 一 双 1 一 对 


1 一 2gceos 二 十 和 1 一 es 十 e ?十 


1 
四 
(9 ER 


_ _ 
1 十 记 ， 一 如 ef = 十 一 ge 
一 一 1 十 人 二 和 十 人 esi 十 光 ) 

十 《1 十 ge 十 Ge 十) 


一 1 


一 十 2 > "grcosnzr， 


区 一 坏 右 喘 的 级 数 在 (一 "十 2) 上 一 致 收 伍 ， 因而 它 


就 是 函数 j259e-z 的 福 里 叶 级 数 (在 
一 co<<z< 十 ceo 上)， 
] 一 ecOS 开 
2968. 一 妈 cosz 十 天 (9 拓 1)， 
解 ”由 于 
忆 rir 一 计 
1 一 gocosr 1 一 全 (e 十 人 


1 一 2qcos 十 和 1 一 ge 十 ee) 十 9 
1 2 一 ge 一 9e 和 
2 一 gee)f1 一 we) 
1 1 ] 


2 1 一 we 十 1 一 0 


一 到 [1 十 Se 十 ge 十》 十 (1 十 Ge 一 二 
十 人 ee 全 汗 ) 
一 1 十 Geosx 十 ecos2r 十 … 


一 让 于 


了 0 让 


eu 
一 > ErCOS7 并 ， 


于 号 和 


又 上 式 右 端的 级 数 在 (一 e ,十 ee)? 上 一 致 收 笋 ,因而 瑟 


荆 一 中 CS 并 or 
就 是 函数 i55esz 十 5 的 福 里 时 级 数 ( 在 < 必 


民 十 ceo 上) 

20969. lnfl 一 20ecosr 十 GCC|1< 7. 
解 ” 册 于 1 一 28cosz 十 节 1 一 2 十 至 一 (一 9 个 ， 
故 in 一 2gcosz 十 和 ?是 5 一 2 十 cce7 上 的 连续 一 数 ， 
而 且 是 周期 为 2z 的 偶 函 数 , 将 函数 对 z 求 导 数 , 得 


_ >、- | 20S1m 
Cnx1 2Qcos 站 十 全 让 一 工 二 0668 下 二 了 


一 2 onsinnz* 一 所 和 二 十 oo 


7 


对 上 式 从 0 到 工 积分 (由 于 芋 式 中 级 数 在 (一 所 
十 ce) 上 一 致 收 敏 , 故 可 在 有 限 区 馈 上 逐 项 积分 }, 则 


有 
lngil 一 29cosr 十 全 
__ 29slinr 
= 41 一 2qcos 和 十 了 一 训 cos 于 十 2n《1 一 9) 
一 2> | 2 sinoTcdt 十 2ngt 一 字 ) 
中 二 站 
= 一 32 人 乞 cosmr 十 2 并 乞 十 2nfl 一 了)， 
二 耿直 
而 
. C 和” 
intkl 一 4 一 一 2。 人 
于 是 
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呈 -上 .- 一 -rm 一 。 


29 人 有. 


了 08 


lng1 一 20cosr 十 和 ) 一 一 2>>， 纯 cosrz 
3 一 上 


《一 DO < 二 十 ooe， 
由 于 右 端 级 数 在 (一 ce ,十 ce) 上 一 致 收 各 , 故 它 就 
是 堪 端 画 数 的 福 里 叶 级 数 . 
* ) 利 用 2966 题 的 结果 . 
将 下 列 无 界 周 期 函数 展开 成 福 里 叶 级 吉 : 
Hp=i|om 辣 。 
解 7c) 是 以 2x 为 周期 的 周期 晒 数 , 当 z= 一 2Kx 
佐 一 0, 士 1j+ 士 2,…)》 时 函数 有 无 穷 不 连续 点 . 由 于 
Fr) 是 个 函 妆 , 从 而 名 一 0, 且 


人 
0 一 本 | msin dt 一 | ， lnsinzez 
一 和 _ 丈 4 n 
二 交 ( 玉 ln2) ) 一 一 引 n2， 
如 = 痉 | jnasin 芝 cosrrctr 
站 了 


_ SinzrCOs 


3 


一 二 sinnzlnsin 一 于 | 一 去 -一 -一 一 -一 中 rr 
sin -一 
| 
. 1 。 1 
呈 iL 开 | 站 十 一 | 斌 十 3 振 一 一 | 证 
】 | 辽 2 
一 一 克 一 他 十 
2K sin 二 
之 
| 人 SimntZN 十 1 7 
认 疯 9 已 in 


1 了 了 王 sin(2x 一 1 站 
天 让 j 号 4 


* 》 利 用 2353 题 的 结果 . 
* #) 利用 2291 题 的 结果 ， 


2971. zy) 一 ln cos 了 。 
解 利用 2970 题 的 结果 , 即 得 


ln cos 豆 | 一 虽 sin 了 
2 

一 lnp 一 Y、 OS 拉 《如 一 二 ) 

天 


有 me 


加 必 十 上 
一 一 jnz2 十 人 >， 一 cosnx 


用 mm 


《二 《29 十 1 一 0 十 1:， 土 过 rr*). 


2972， A(z) = | 吧 三 | 
解 利用 2970 题 及 2971 题 的 结果 , 即 得 


| 一 in 六 | 一 立 
| te 地 | |sim 到 | injeos 冯 | 
SCOS 天 工 
一 [一 In2 一 之 | 一 [一 In? 
人 巡 《一 1y)e"+1 
十 之 ， -一 一 cosnz| 
ws ecos(28 十 1 
本 ?2 3 关 十 1 
《 工 和 天 RT 一 0y 士 1], 土 2…) 
2973， 将 函数 
(全 ) = ctg 六 CS 
展开 成 福星 叶 级 数 ， 


了 7 


解 将 函数 对 x 求 导数 , 则 得 
ve- 拓 le 引 -二 


__ Y， cos(2& 十 1 全”， 
证 。 28& 十 | 
了 虐 立 

由 于 娘 (z) 一 二 Im te 到 | 


-证 
下 是 呈 一 一 一 


一 工 ln 


村 
在 ! 一 齐 , 开 ) 内 绝对 可 积 , 赵 得 


sink2 吏 十 1 位 
| : mV |ste 计 | 妇 一 : 二 1 


之 ， 


〖《 一 克 < 二 二 扫 . 开 )， 


* } 利 用 2972 题 的 结果 . 
20974， 画 数 
宙 一 了 王 (8 一 3) (DO 5S dm) 
是 正方 形 :0<r<eay0<y<a 的 围 线 的 参数 方程 式 ， 
其 中 :为 依 道 时 针 方 向 从 点 DC0,0) 起 计算 的 弧 长 ， 


试 将 这 范 数 展开 成 福 里 叶 组 多 ， 
和 解 ”根据 定 儿 ,zz 的 红 达 式 可 写 为 
可 DO， 
(一 Ja， as5S<:2a， 
0 34 一 了 ， 2 36， 
站 ， 36 扫 :5S.44， 
下 
3 十 > aeos 亚 十 ba sin 2 | ， 
其 中 


了 7 了 


as = 去 | ”Cs)ds 
= 去 [| ”sas 十 | “aas 十 | (3a 一 9)ds] 


一 让， 
三 -可 (CSDCOS ds 
二 [| jcGs 一 ds 十 | CDS cs 
人 ， 必 3 一 本 CS 国清 
= 去 | 22-sin n 区 十 | 经 COS 至 一 1|] 
+ 区 罗 -+ 和光 
了 也 
Ta 2 一 | 已 至 一 osnrj]| 
= 习 口 吉 写 一 1 一 cos “2 十 cosnz| 


站 当 关 一 2 
《中 一 口 * 1 2) 


4 
一 


_ 工 可 ， 担 开 8 

。 = 二 | ， 下 (5 褒 记 7 他 了 
了 工 4  ， 天 并 如  - 和 7 
一 站 [| 53 让 < 十 | 。 csSinm 2 < 


+| 《3a 一 5)Sit ads] 


=- 去 {[ 一 经 co :区 十 | 径 sin ] 
定 让 开 
十 (一丝 cosnr 十 到 cos 六 


372 


了 立 

十 [| 一 闻 cos :于 十 经 cosnx| 
立 立 

+| eeos s :和 一 和 cosnr| 


2 (si rz 
Pa stn 三 一 SI - 
-| * 当 拓 - 丰 ， 天 一 1 2 3 


4af 一 ]) 
二 ( 站 二 132， 当 并 一 2 十 1. 开 一 站 ,1 23， 


因此 ， 站 展开 定理 ,注意 到 “(0) ~ ci 本 
叶 展 开 式 为 


rG) 一 全 一 反 (26 十 1)xs 
了 所 《2 大 十 ET 7 
站 【2 十 1 ?rs 
+ 各 2 二 CR 十 san 2 
(DSS 4 7)， 
同样 ,根据 定义 fs 的 表达 式 为 
0， <5 <Sa， 
357 一 2 2 三 S226， 
2 2a < < 3a， 
42 一 3， 3a 扫 3 二 4a， 


了 是 ,CD 在 [0， 4 上 的 福 里 叶 绥 数 展开 为 
和 十 忆 | 4ucos 30 十 盏 s sin 2 | ， 

其中 

4 -去 | ysyds 一 工 二 [| G 一 cjas 十 | “aa 
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+| (4a--sjds] 一 a， 


4 一 过 | 4130C0S ct 


一 二 [|“(G 一 一 一 全 72TTS 
吉 [| {* 一 eeos 一 池 5 十 | acos zc 


二 站 1 
+| 《4a 一 5)cos 2 


= 六 if 一 经 2 sin 人 十 各 5Cowmrrems 吧 )| 


-人 - 若 到 + 人 2 


sa ,| S7 | 6a: ， 3mr 

+[| 一 反 ”证 Sm > | 一 一 ”sin 宇 - 一 
4 4 3 

十 7 093 ] | 


天 一 cog ?5 3#4 友 
| CO 03 了 一 1 十 cos | 


| 当 严 一 伏天 一 1 2 3 


一 站 
郝 5C 耿 十 1 丈 当 严 一 2 有 十 ] ) 丰 一 口 ,1 2，3，*， 


于 疯子 
忆 。 -二 ， 1 3 


策 


=- 去 [| ”ec 一 心思 SI 5 
2 
十 | asin ds 十 “(4a 一 sin 3] 


Jr ae 
= 去 {[ [| -和 oem 和 mn 本 一 sin 


ea 十 (8 52 十 经 cos 222 开 
呆 7 


2975. 


8 6a as 3z5_ 4a 2 
丈 下 天 开 了 天 2 也 


卫 姑 下 拉 殉 
一 一 一 3 Sin 一 一 一 Sin 一 一 


< 2 
0， 当 严 一 2 下 一 1，2 3 
-esps aa zz 一 2& 十 1 类 一 0 1 ,2.3，… 
里 叶 级 数 展 开 为 
-人 一 引证 icos ( 十 1 
全 人 3》 一 定之。 [十 yzc0s 2 


+ 从 >， 长 一 下)4+L 1): 《号 十 1)xs 
《2 十 (入 十 JE 2a 
[0 ss5 去 42)， 


应 当 如 何 把 给 定 在 区 间 (0. 于 ) 内 的 可 积 函 教 FCz) 政 
展 到 区 间 ( 一 <:r? 内 ,而 使 得 它 展 开 成 福 里 时 级 数 的 
形状 如 下 : 

JCY)》 一 youcos(2x 一 1] 【一 开 < 和 < 扫 开 ) 
解 由 于 展开 式 中 无 正弦 项 , 故 Frz) 和 鞍 拓 到 (一 并 ) 
内 应 满足 疙 一 2) 一 7(z)- 函数 Fr) 延 拓 到 (7 ,7 的 
部 分 记 以 &Cz)， 则 按 题 设 应 有 

| # Cr)eos2mzcdtz 十 | 有 (cos2ntdz 一 0 


《天 一 站 2 
在 上 式 堪 疹 第 一 个 积分 中 作 代 换 r 一 工 一 yy 即 得 


一 | 2 jz 一 CDSZN3NE TY 十 | (Yeos2zadz 一 站， 
下 到 
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2976. 


7 


也 即 
| 。 [FT 一 荆 ) 十 让 (zeos2nredr 一 站 0 
《 振 一 丫 ，] ,* 
为 要 上 式 成 立 , 显 然 只 要 求 对 于 (7,r) 内 任 一 zx 值 ， 
恒 有 
抽 ( 吉 一 开 ) 十 (rr 一 间 ， 
即 
区 (> 一 一 了 (Cr 一 工 )， 
总 之 , 尊 先 要 在 (了 ,r) 内 定义 一 个 函数 ,使 它 等 
于 一 Cr 一 工 ); 热 后 ,再 按 偶 函数 延 拓 到 (一 f,0). 厅 
妨 将 延 拓 到 ! 一 rz) 上 的 备 数 仍 记 为 xz), 则 由 上 述 
讨论 知 , 必 有 
一 开 ) 一 Fr 一 2 一 一 Fr) 《一 下 < 性 下 
< 
应 当 如 何 把 给 定 在 区 间 (0,) 内 的 可 积 函 数 AKCz) 延 
蜂 到 区 税 ( 一 x,x) 内 ,而 使 得 它 展开 成 福 里 叶 级 数 的 
形状 如 下 ; 
Fr) 一 >bsin(2m 一 1)z 《一 T< 工 扫 ) 


解 由 于 展开 式 中 无 余下 项 , 故 FF) 延 拓 到 (一 ， 
f) 内 应 满足 产 一 z) 一 一 (xz) 函数 .zy 延 拓 到 (了 ， 
mr) 的 部 分 记 册 &(z) 则 按 题 设 应 有 

| FCz)sinzmzdz 十 | 芝 ( 工 )sin2orc 二 一 站 


《 拉 一 荆 ， 宫 7 
在 上 式 左 端 第 一 个 积分 中 作 代 换 r 一 z 一 y* 即 得 
| “ For 一 y)sin2myay 十 | Et)sin2yzzdz 一 0， 
也 即 
| ， [一 . 乒 严 一 全) 十 不 (Sin2mGY 一 站 
《下 一 和 
为 要 上 式 成 立 , 显 然 只 要 求 对 于 (本 ,z 内 尾 一 z 值 ， 
恒 有 
一 一 立 )》 十 太 ( 之 一 0 
即 
寿 【《》 一 丰 开 一 工 )， 
总 之 ,首先 要 在 (了 ,x) 内 定义 一 个 函数 ,使 它 等 于 
Fr 一 z)3 然 后 ,再 按 奇 函数 延 拓 到 (一 r*r). 不 妨 将 延 
必 有 
站 (一 工 ) 一 一 站 了 大 (T 一 工 ) 一 .7 )。 
2977. 在 区 间 (0,-> ) 内 把 函数 
Fr 一 2 本 一 了) 
展开 :(a) 依 角 的 奇 倍数 的 余弦 展开 :6) 依 角 的 奇 倍数 
的 正 驴 蝴 开 . 
绘 出 情形 Ca) 与 6? 的 福 里 叶 级 数 之 和 的 图 形 . 
解 《〈a) 利 用 2975 题 的 结果 , 延 拓 画 数 , 使 有 
六 一 工 ) 一 了 rr 一 一 一 下 妇 ) 
了 7F7 


于 是 ,有 
aol 一 全 (| ， (JeCOsf2R 十 1 
+| ， [一 站 加 一 光 )]ecoagg 2 十 1)zdz|- 
若 在 上 式 右 端 第 二 个 积分 中 令 x 一 z 一 %, 则 得 到 与 第 


一 个 积分 同样 的 结果 , 即 
保 共 十 1 一 可 ， (zyecos(2 开 十 1325G 
本 


z( 了 一 直 JCosf2 开 十 172d 工 


光 


2 于 一 =] simtdzR 十 1 )z| 


sitmg 2 十 1 ct 


一 二 全 交 | : [ 到 一 2 
《天 十 丰 元 2 


一 [和 了 一 心 O3C 2 是 十 1 全 


一 ZazcosfK2 十 ] 到 


zeosf(2& 十 1)dr 


加 
十 | 8 


之 台 - 开 
一 一 7 且 人 十 72 十 亲 沈 sin (也 二 1) 了 
2 8 (一 1 可 册 
一 《有 十 7 十 《了 十 于 (是 一 99159277 
4 
-2 疡 人 [六 二 二 1 
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子 ， 贡 
了 
《 一 - 


4 
+ 福 一 2) 
CO 三 《号 下 十 玫 了 交 全 二 
__ 4 iT ; 
=- 厂 生 sl 于 (全 和 


+ 、 8 [ 吕 下 人 - 了 ] 全 
2 一 1 8 
【2 下 十 二 庆 2 下 十 荆 3 机 


做 一 0 1 2，…)， 
于 是 ,F(z? 的 展开 式 为 


攻 一 1 1 。 
:| 朗 二 这 二 二 TD 末 jn( 中 二 Dz| 


中 


一 写 ( 本 一 2 [5 么 z 挟 于 


其 和 的 团 形 如 图 5. 8 所 示 ， 
2978. 设 /zi 是 以 于 为 周期 的 反 周 期 函数 , 即 
站 十 玫 ) 一 一 大 (F) 
问 此 遂 数 在 区 间 ( 一 关内 的 福 里 时 绥 数 是 有 怎样 的 
特性 ? 


一 寺 (=-| 太 交 二 交 JCOS7EC 人 


十 | Cr?cosmzdz ] 【 失 一 口 2) 
攻 在 上 式 右 端 第 一 个 积分 中 令 z 十 x 一 ” 则 得 
一 二 。 [一 1 填 二 六 (yeQS 挫 攻 作 天 
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2979. 


2980- 


于 是 ,得 ax 一 0(Cz 一 0,1,2,…). 同 理 , 可 得 总 ,一 0 一 
1,2,…). 因此 , 函 教 fgz) 在 (一 rr) 内 的 福 里 叶 级 数 
的 特性 为 

好 和 一 个 人 天 一 必 ，] 交 0 

五 2 一 站 (下 一 下 2 
设 Frz 二 了 = 则 函数 六 xz) 在 区 间 ( 一 T 呈 的 
福 里 叶 级 数 具有 和 汉 磁 的 特性 ? 
解 “与 2978 题 类 似 , 我 们 可 求 得 


= 半 | “CC 一 1 十 DCz)cosnmzdz 
《 拉 一 间 , 1 全， ss 


因此 ,有 
人 -1 一 全 《 闻 一 下 2 人 
同 理 , 可 求 得 


由 zw 1 一 站 到 一 下， 了 3 
即 函 数 六 rz) 在 (一 rr) 内 的 福 里 时 级 数 的 特性 为 
一 一 0 CO 一 12 3) 
一 个 具 周期 为 2r 的 函数 y= F(z), 如 果 函 数 的 图 形 ， 
GD) 以 点 (0,0) | 士 至 ,0| 为 对 称 中 心 ;(6) 以 坐标 原点 


为 对 称 中 心 及 xz 一 土 了 为 对 称 轴 5 问 其 福 里 叶 系 数 en， 
已 (一 1,2 3) 具有 怎样 的 特性 ? 
解 (a)? 由 题 设 画 数 .FAz) 满 足 

太一 ) 一 一 二) 一 宙 ) 一 一 子 (7 


因此 ,za 一 《mi 一 1, 2) 日 


尼 。 一 大 人 | (zsinnzdz 
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二 | ”一 Ar 一 Jsinmzdz] 
王 
一 二 fj “Crz)sinzzdz 

人 . 

+( 一 1 | Oosinmyay] 


= 三 | CT( 一 DA(Cz)sinnzdz， 
从 而 总 一 0 一 0,1,2,)- 即 Fz) 的 福 里 叶 级 数 
的 特性 为 
2 一 昌 《一 1 2 
入 1 一 0 人 一 1,2，*). 
《6 由 题 设 郴 元 六 zx)7 满 
一 ) 一 一 站 (CD) 一 顽 ) 一 六 ( 信 )- 
网 (Ca 一 样 ,a. 王 0 Ca 一 0 1 2,…)， 而 


6. 一 二 [1 十 (一 172+I8 丰 ysSinmrdwry 


帮 如一 0 一 1,2, 3 因此 ,FFCzy 的 福 里 叶 和 又 数 的 
特性 为 
as 一 0 (ne 一 0,1,2,…)， 
5 一 0 《〈m 一 1，2，3，…). 
2981， 如 果 国 数 8 一 z)? 一 上 xz 问 玖 ) 与 迪 (zy 的 福 里 叶 系 
数 za,5 与 m, 访 Cn 一 0,1,2。…) 之 间 有 何 关系 ? 
解 ” 画 数 wz),%cz) 的 福 里 叶 系 数 分别 为 


oa 一 二 |“ COSTCET， 
= 二 | g( 工 )SinmetT， 
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2982- 


人 一 加 | 向 [ TCDOSTLT 


一 站 | 岂 悄 { Sm 全， 
由 于 
au 一代 [| 本 rz)cosnzdz 十 | ， zz)cosnzrdz ] ? 


故 在 上 式 右 端 两 个 积分 中 作 代 换 一 z 一 >, 并 将 侈 一 工 ) 


< 一 闲人 pcz)cosnzdz 二 |“ _WCz)cosmrclr ] 


= 二 | 由 (下 TCDSRFC 人 一 各 
同 理 , 有 
.一 二 [| ”wz)sinnzdz 二 | rz)sinmma] 


= 二 [一 | VCz)sinnzdz 一 | 区 (z)sinmazdz] 


= 一 过 | 训 ( 工 )Sinndr= 一 及 . 


因此 ,gz)、 xz) 的 福 里 时 系数 as..5 与 避 . 及 的 


关系 为 
可 rm 一 站 《 扩 一 站 1 2 
已 一 一 及 《 台 一 于，y 阅 3 


纪 一 光一 一 角 ( 二 ) 3 
问 兴 r) 与 %Cz) 的 福 里 时 系数 mm 与 后 和 Ca 一 0,1， 
2,，……) 之 问 有 何 关系 ? 
解 ”函数 失 z) 0gCzr) 的 福 里 叶 系 数 分别 为 
o 一 二 | _ 权 工 ?COSNTEET ， 


了 23 


6 一 二 | (JS ; 
“= 上 上 |“ 邮 (JCOSPRECI， 


及. 一 二 | 汪 态 { 工 )SITeE 


由 于 
au= 二 有 本 zyeosnzdz 十 | ， pr)cosnzdz ] ， 
故 在 上 式 右 端 两 个 积分 中 作 代 换 一 * 一 ?* 并 将 
包 一 了 一 一 猴 ( 垃 ) 
代入 , 即 得 
让， 一 二 [ -| ， ye)ecosmzdz 一 | 本 %(z)coszzcdr ] 


一 一 盖 | 加 和 全 JeDS 开 六 作 交 一 一 好， 
同 理 , 有 
六, 一 户 . 
国 此 ,2?(z) .wz 的 福 里 时 系数 os. 包 与 汪 . 吕 的 关系 
为 


Ga 一 一 如 《za 一 0 1 2，…)， 
5 一 局 (一 1,2,3，…). 
2983. 已 知 周期 为 2r 的 可 积分 函数 Fr) 的 福 里 叶 系数 为 av， 

瑟 . (天 一 0 1 2,…)， 试 计算 ”平移 * 了 的 函数 .zz 十 下 ) 
(i 一 常数 ) 的 福 里 时 系数 ae, 瑟 (na 一 0，1，2，…) 
解 ” 在 福 里 叶 系 数 a. 的 表达 式 中 作 代 换 xz 十 # 一 >, 并 广 
意 到 六 zx 的 周期 性 , 即 有 
如 一 二 | _ 人 CDS 天 年 本 十 


3 了 35 


一 了 | GyD)Ccosnmhcosny 十 sinmhsinzay]ety 
=- 款 [| _ (JeosHTCOSHRLT 


+| F(r)sinmxsinmhdz] 


一 CCOS 了 上 十 态 Sing 卢 、 
同 理 ,可 求 得 
可 ,一品 CDSH 丰 一 好 Sm 者 。 
2984. 已 知 周期 为 2 的 可 积分 图 数 Fr 的 福 里 叶 系 数 为 as， 
思 Cm 一 01,2.…)， 试 计算 斯 旦 克 洛 夫 函 数 
太一 去 | Fede 
的 福 里 叶 系 数 4. ,Bo(a 一 0,1,:2，…)， 
解 ”由 于 
户 (r 十 2 一 关 | 7) 芭 


于 十 8 一直 
-去 | 一 Fe)as 一 ACz)， 


故 六 (z) 仍 为 以 2 为 周期 的 周期 函数 ， 
于 是 ,有 { 作 和 找 换 二 一 z 十 ?) 
中。 = 二” ” 拓 (Cr)cosnzdz 


=- 去 cosnzdz| ”， Cd 
一 二 | _ cosnzdz| ， FT 工 十 3GY 


一 | _ 呈 y 了 (了 工 十 y)cosnd 代 ， 


根据 2983 题 的 续 果 可 知 
355 


元 | 十 9JcoSsPTET 一 2eCOsHy 十 加 Sinmy， 


44。 一 二 | ， 全 各 S 天 学 十 各 Sij 昌 姑妈 7 这 人 
名 日 当 在 一 时 时 
=2| :ta 0 , 当 六 一 1 2 .时 ， 


一 一 -一 《一 2 


五 ,一 一 一 一 一 攻 开 一 ] y 吧 。 “让 


2985. 2 Fr) 是 以 2 为 周期 的 连续 函数 并 且 cy 名 (一 0,1， 
…) 为 其 福 里 叶 系 数 , 求 着 积 国 数 


一 | = 
PFCz) 一 二 | -Apr+Dd 


的 福 里 叶 系 数 骨 。 五 (12 一 0 1 2 
利用 所 得 的 结果 ,推出 李 雅 甫 诺 夫 等 式 . 
解 由 于 


Fr+2m 一 二 |” FeyyKz 十 2 十 Dd 


= 鞋 | ”Aeroz+Dds= Pa)， 
故 严 Cz) 仍 是 以 2x 为 周期 的 函数 .于 是 ,有 


一 方 zz| CDACz 十 DG 


3236 


一 二 | -AcGpdz| 一 Fed 
一 点 d| ”FopaD: 一 a， 

及。 = 过 | 汪 下 《人 )COSR 人 证 
= 点 | cosnmzdz| 央 并 十 fc 
=- 点 | ” Fe?de| ” Ce+ocosnzaz 


= 去 | 了 人 ( ?dz| 了 (ECeosnecosrzt 
十 sinmesinniDeft 
= 去 | _ [au FDCOSzE 十 忆 FE)Sinr]ett 
一 直 十 中 # 
已。 = 二] _， 严 《Jsinnzd 
= 点 | ”sinnzadz| ”FDCcz+Dd 


= 去 | Fe 二 AKCz 十 Dsinoazadtz 


王 十 上 


一 二 | Aeodz| 本 [sinmecos 妇 
一 Cosnmesinrtyeze 
一 二 | ” 吃 AGpeosnzt 一 cv)sinzmd 
一 书 作 一心 记 一 曲 . 
由 zx) 的 连续 性 知 ,P 人 zy 不仅 以 2 天 为 癌 期 而 且 
是 连续 本 数 , 故 按 展 开 定 理 , 注 首 到 忆 , 一 0(a 一 1,2,3， 


“+ 辑 得 
了 57 


ae 


下 《 工 ) 一 他 十 二 4eosnr. 
琴 此 ,特别 地 ,有 
.4 
F(0) 一 池 十 24。 
但 己 知 


4o 一 4 一 性 十 责 ， 
三 . 
Fo) 一 二 | 7coAFo+ad 一 二 | Poade， 
故 得 

1 『 = C2 忆 

| ”PPceyaz 一 全 二 e+ 钨 ， 


这 就 是 李 和 雅 甫 庄 夫 等 式 ， 
3 7. 级 数 求 和 法 
[ 吉 捷 求 和 污 。 关 
利 。 一 有 w+1 一 一 二 是 及 mw 一 wo， 
册 
他 人 一 E 一 人 。 

特别 是 , 若 

工 


ea 让 
疗 m 缠 症 十 ] “二 辐 十 林 


在 某 些 情形 未 知 级 数 能 表 为 下 列 已 知 级 数 的 线性 组 合 : 
385 


| 1 
一 Ji 之 , 3 到 Li 二 于 | 


= 种 | 去 一 二 、 L ]= 却 
ne 2 2 2 十] 2 
1 1 1 
381 十 二 本 “5 十 
] Jr 1 
解 由 5 二 节 机 二 厅 一 于 [有 
_ ”1 ， SI 二 
加 干 末 襄 二 贡 儿 并 注意 到 之 ,50 下 1 
冯 得 


1 
下 人 下 十 


_ _ 1 
知之 阳 ( 妈 十 131 十 2) 


1 


工 
辫 im 一 说 荆 帮 j 


于 四 二 


上 1: 1 
一 五 Jim 之 /7 本 十 T 


填 = 才 


晤 十 1 1 3 
种 [ 了 二 万 一 环 j 

-1 _ 1 工 _ 工 

一 半 一 二 G 一 广 ) = 于， 

* ) 利用 2549 题 的 结果 

1 1 1 1 
和 

解 LT 1 1 


了 3 


1 1 
LE 一 引 + 
一 各 人 人- 言 + 可 一 二 + :十 (一 De+ 二 ] 


1 


_ 局 十 也 一 一 
十 (一 DT 1| 2ln2 一 1. 


二 天 
2989 2 到 DB 十 玉 克 二 本 


和 解 由 于 
1 1 人 
二 十 T 十 二 5 一 元 十 3 


__ 3n+5 
《站 十 1 十 27(2 十 33” 


5 1 

了 之 ， (好 十 1282 十 宅 十 了 3) 

十 引 一 号 -1 ”= 
二， 


可 | 志 2 
# ) 利用 2987 三 的 结果 ， 


2990. 2， 5 于 7 Cn 为 自然 数 ) 


和 解 RN 
， 1 
三 7 二 7 ) - 如 这 mm 十 网) 


1 


391 


| 1 1 

= 一方 J 乙 | 圭一 下 

于 1 1 1 1 

一 六 燥 |1 二 本 十 十 页 NT 二 T1L1 和 睛 十 2 

1 了 1 卫 
记 十 癌 | 一 寺 | 1 十 去 十 十 填 


《22 一 1728(2 闪 十 1) 


-ff 1l 1 
| 了 [7 2m872m 十 六 上 得 


1 1 1 
1 

_ 1Lf 1l 1 1 

一 到 [一 区 二 十 


1 


1 
二 页 一 也 二 可 十 一 
一 壮 C2m2 一 1)") 一 In2 一 才 . 
* ) 注意 原 级 数 的 物 对 收敛 性 ,并 利用 2988 题 的 结果 . 
~- 1 
2992， 二 着 一 
1 
解 2 FT 和 之 “一 工 
1 1 1 1 
一 知之 [二 5 二 jj 
_ 工 1 _ 1 
一 六 LT 十 六 六 二 jj 
_ 了 工 1 工 1 3 
二 [1 十 本 


了 92 


到 2 十 1 
2993. 之 。 Fi 六 十 工 32 


2 十 1] 上 工 1 
入 由 且 人 十 1 一 7 《3 十 工 


2 二 1 1 SS 
2 未 GT 二 1 一 立 : 2 机 十] 
了 本 # 
=- 每 一 | 和 一 中 ”=: 
x* ) 所 写 级 数 均 为 绝对 收 伍 级 数 ,并 利用 2961 题 的 结 
果 ( 或 本 节 前 言 ). 


1 
2994- 之 邓 [21 十 1 


划 到 】 


1 1  *? 
解 由 区 及 干 麻 二 也 ' 得 


包 ] c 1 sm 1 

2 二 关 22 2 十 1 
mW 1 守 +1 1 ] 这 1 

=- 寺 -并 忆 击 一 去 避 下 一 ]j 


| 1 


= (CTinN 十 6 一 2CCC+inGN 十 1) 
、、 
+ es 一 二 (CC 十 mnN 十 二 一 1 


N 
其 中 日 -0 人 下 0 一 0 一 扯 一 2 十 针 一 0 
《 当 六 一 cc， 
于 是 
im 人 1 =2n 土 十 2 一 ln2) 
名 从 有 TD 亲 一 和 人 
2 1 加 加 
即 > -二 厅 一 20 一 In2)， 


看 mm ] 


393 


2995. 纪 1 


= lim1[3+ (w+ | 


了 了 94 


加 
一 机 24C 一 站， 
前 得 
Sm ca 
和 一己 让 | 一 
多 此 ， 
-2 十 1) 
之 。 困 3e? 


2 


坟 ( 好 十 1 ,得 


1 _ 1， 1 
解 由 二 下] 一 刺 十 遍 十 17 
-1 
守 (十 17 
1 SS 1 
= 灾 十 富丽 二 1 2 2， 二 
| 

= 二 十 | 到 1 2 二 一 
* 利用 2549 题 及 2961 题 的 结果 . 


证 一 


1 
2998 富 FTTzCT37 


和 解 ”首先 ,注意 到 
_ 1 _ 2+ -bb 
ff 十 132 《7 十 232 1 垃 ( 拓 十 1 十 2) 
UL 3 ls 二 3 《1) 
《 姻 十 1 十 232 认 2 放 十 132 十 2)2” 


1 2 
“ 攻 《了 十 二 3) 十 丈 信 二 辣 CT 
_ 1272 十 】]D 
1 了 十 2 十 全)2 7 
了 35 


2) 


2999. 


1 1 2 4 

一 人 3 (3 1? 
将 (1).(27( 3) 三 式 相 加 ,合并 整理 可 得 
1 113. 1 3,1 1 

(十 1 2 Cn 十 2 2 十 2 

+ 6 1 

到 ( 有 十 1 十 2 《9 二 172 十 2 

2 

十 元 (7 十 1 
-2 

2 (Km 十 172f2 二 232 
其 次 ,先后 利用 2961 题 .2990 题 .,2987 题 和 2997 题 的 
结果 , 即 得 


Y) -去 { 立 1 
2 (十 1 十 2 Ca 十 1 


3 < 1 二 1 
十 交 亲本 人 


m 可 一 ] 


下 5 2， TCREITCEI - EEC 


吓 一 | 


中 


1 
十 2 之 ， 撩 《天 十 | 
_ 工 | 于 3( 开 111 3 . 王 
= 去 || 各 吕 j 十 冯 [ 到 1 人 | 2 
_ 工 工 ,二 | 下 。 工 
[ 1 十 村 ] +6 在 3 一 3 | 
半 
+ 引 于 一 让 ] 
_ 达 39 
16-” 


》 二 Dr _ 《一 1) 
《22 十 1 


坟 枉 必 


必 直 上 昌 中 者 重 晶 量 


【一 1) 《一 入 1 


_ 1 
2 过 【271 < 王 十 Ti 


相 加 即 得 

《一 1 1 1 工 上 虐 土 ,。 
| 21 十 3 十 司 | 51 

《一 1 和 《一 1 

《 202 1 《22 十 171 


_ 上 工 《一 17 《一 ] 因 *) 
本 [二 《2m71 一 忆 < 到 1 


4] 


一 十 (cosl 一 siml)， 
* ) 由 于 级 数 绝对 下 喜 , 从 而 其 和 与 项 相 训 的 顺序 无 
关 . 
十 本 一 1) 
3000 2 二 下 
解 考虑 部 分 和 
《一 工科 
ww 一 二 8 十 于 一 人 
忆 所 7 一 它 ( 有 1 
全 玉 一 1 开 十 也 
< 《一 Tt+1 了 Dr + 让 (一 1) 
攻 -二 三 和 本 3 7 


了 97 


记 


|es 
下 
| 
ja 
ee 
了 


| 


3 信 ; 天 
二 oO| 交 | 
2SCD 5 1 
3 十 o 方 
一 人 ln 有 工 
sln2 i 二 oO| 方 ] ， 
故 得 
ws 《一 1)” 5 
之 ,让 2 Am 一 了 In2 一 语 
=- 遍 G12ln2 ~- 5)， 
3001. 设 忆 Czy 一 ao 十 如 十 十 at. 求 级 数 


y， ar 


天 ma 省 


的 和 ， 
解 今 忆 (aa) 一 mm 十 ww 天 十 .十 作 。 押 

= go 十 嫩 天 十 -十 刀 天 (一 12* 人 一 纪 十 1)， 
其 中 心性 一 0, 1, 各) 可 由 上 述 恒 等 式 求 出 , 则 


1 二 oo an 
世 一 眉 召 ] 
局 生 二 人 十 作 十 4 人 一 中 一 全 一 本 十 了 
并 二 1 
四 
“ 写 才 + 


四 一 由 时 mm 


一 


十 让， 和 由 - 症 2 


判 E 上 直 


一 6e 十 QIReEr 十 十 宅 ex 
了 0 必 


3003. y， 攻 一 ] 7 1 


生 ; 《十 1)1 
2 -1 了 1 
解 由 蕊 二 1 末 一 人 一 2 Ci71 得 
《一 ])" 了 = 
了 丰 后 盖 7 
1 【一 丈 加 《一 并) 
于 
_ Y 飞 一 节 )” 
(十 1 
一 - 硅 《一 人 它 
十 工 盖 (一 27 
一 2 了 《一 证)n+1 
+ 卫生 忆 一 二 袜 《天 十 11 
一 -ee 工 十 工 } 
1 -。 工 : 
+z|。 一 1+z 一 厅 | 


一 二 十 1 二 上 | 一 全. 
3004. 六 CD 十 Du 辣 
解 由 钦定 一 到， 二 
十 [ 品 机 ,得 
一 二 六 相交 ” 


时 za 了 


《一 1 7) 《一 《一 1] 入 a 
十 到 > + 《2231 


0O0 


3005. 


< 《一 17 一: 《一 1)2 -1 ，_， 
2 7 一 5 :一 和 2 人 > 工 


挤 四 


导 ， 
一 COS 交 一 -sin 十 cosT 一 1 


一 
2 

二 插 计 
之 。 《28 十 17 全 
解 1) 若 天 =0, 则 级 数 的 和 显然 为 索 . 

2) 若 >0, 记 上 rz, 考虑 部 分 和 ,并 注意 : 当 任 
意 固 定时, 某 些 常 见 大 级 数 的 收 租 性 ,下 述 记 导 @41) 
是 指 当 | .于 是 有 


-| 写 | 交 ， 
一 1 一 去 cosZ 一 了 SInz 


-7 人 3 《28)7 一 加 1 #2n+1] 
(52 二 1 本 (22 十 1])1 1 
2 十 
二 立 《2 十 17)1 


一 DC2x 十 1 
二 >， CT 十 she 十 o1) 


4 人 


一 


拓 有 
tr 
二 (二 | 一 2， 训 末 二 丰 呈 十 oG) 


czzsht 一 tchz 十 ofl1)7 十 二 sht 十 of]1) 


本 


了 
| 二 sh 一 chz] 十 ogg1l) 


三 ah vv 二 一 eh v 二 +oGD， 


守 


工人 0 时 ， 


| 


re 


瑟 
民 


二 人 


天 宇 了 _ 1， = 工 | 5 Lah v 一 ch 一 
tm 5w 一 二 vv 沉 裤 4 


和 《28 十 1)1 wma 
3) 若 zx<0, 记 = vi1zl, 则 = 一. 与 上 述 讨论 类 
似 , 有 
各 z 区 一 1 )"y2 1 7 za 
S 一 忆 DT 
《一 1 33CC2 加 1 wz+1 
2 K282 十 171 


二 了 工 【一 1 3 卫生 十 上 
4 27 十 171 


一 《 一 ] 32 回国 ] 2 十 17 zaT 1 
好 之 (28 十 T 1 


十 了 siny 十 ofl》 


4 
上 f 一 179 
f{《 一 1) 加 一 1 ~ 一 ~- 凡 
- 帮 [ ' 立 《2 一 1 二 于 羡 9 


十 工 siny 十 o(1) 


二 
一 矶 5 一 ysiny 一 yeosy 十 o01)3 十 二 siny 十 ol) 
-并 | 二 二 lsiny 一 cosy] 十 o0) 
=- 工 | 2 一 sin wz 一 cos VTz| 十 of 工 )， 
因此 , 当 < 0 时 ， 
w 。 
半 琴 下 和 9 


1{2aaa w | 工 [ 一 cos vT|. 


4D2 


3006， 


3001， 


利用 逐 项 微分 法 求 级 数 的 和 : 
2 二 
解 由 于 lim 


担 一 ”ac 


之 |= iim 研一 = 1, 故 收 伍 半径 为 


1. 当地 = 1 时 ,级 数 发 散 ; 当 开 一 一 1 时 ,级 数 收 妆 ， 因 
此 ,级 数 的 收 伍 域 为 [一 1,1). 
当 字 全 一 1 1 时 , 今 
-(Cz) 一 六 乞 ， 


当 |zl < 1 时 ,和 逐 项 微分 之 ,得 
(rr) 一 yzr-， 一 二 一. 

由 于 矿 0) 一 0 故 得 

FnD 一 | 产 cd= 人 1 瑟 = T(jzl<D. Cl) 

由 上 述 竹 级 数 在 > 一 一 1 的 收 黎 性 , 且 其 和 为 一 Jn2 

=Dmn 立 , 利 用 亚 伯 耳 定理 知 ,上 述 结果 (1) 当 一 1<x<1l 

时 成 立 . 


达 f 一 1 379 一 1 加 

之， PK28 一 17 

钱 “ 由 ja| 写 | 一 咎 全 入 起 计 了 一 1 故 收 和 

半径 为 1. 当 1zl = 工时 ,级 数 绝对 收敛 . 因此 ,级 数 的 
当 定 二 [一 1,193 时 ，, 今 


一 1 
7Cz)》 一 之， HK2 一 开 )“ 


03 


3008. 六 


和 DO 


当 |zl <1 时 , 逐 项 微分 立 ,得 
《z)》 一 ?2 一 二 一 一 2arctgrvy ). 
zy 一 | 疡 (Dd 一 ?| ”arctgtd 


一 arCt 儿 江 一 ?| ， 本 于 天 生 
一 2xzarctgz 一 lnfl 十 2。 fy) 
当 |z| = 1 时 ,级 数 为 


(一 1 (一 1 《一 1 
2 光 玉 二 2 人 3 一 ] 之， 放 


汪 革 手 让 
一 守 本 一 ]m2 


责 
_ 过 
一 1n 机 


2 
利用 亚 伯 耳 定理 知 , 上 述 结果 (1) 包括 端点 在 内 也 成 
芷 , 即 当 一 1 委 了 所 1 时 ,(1) 式 成 立 . 
< ) 利用 2902? 题 的 结果 . 
*# xx 了 利用 2938 题 的 结果 . 


解 由 于 lim | :2-| = lim 名 二 5 ~ 1, 故 收 敏 半 和 为 


1 当 |z| 一 1 时 ,级 数 发 散 . 因此 ,级 数 的 收效 域 为 (一 
1 ,1). 
当 立 所 【一 1 1) 时 , 令 


Fr) 一 err， 


同 ma 心 


3009. 


和 逐 项 徽 分 之 ,得 
六 (rr) 一 六 一 


s20 工 
由 于 “ro)y = 0, 帮 得 

Frzy 一 | CDd 
=- ( 
1 一 并 
_ 工 f* 
= 玛 |:T2+ 了 到 

1，1-Hzr 1 
一 十 丁 一 六 本 (| 工 | < 17)， 


ceaga 十 d)… :Ca 十 人 一 1g 。 
了 20 (Cd 一 9) 


解 首先 ,应 设 

只 尖 一 列 人 【一 昌 ] 2 
因为 否则 ,者 和 一 一 ?Ed 《ma 某 正 整数 或 零 ), 则 原 
级 数 从 柬 十 1 项 开始 恒 为 零 , 此 时 原 级 数 为 一 多 项 式 


十 四 5 二 人 0 。 
站 上 咖 ]】 史 2d ” 


它 对 任何 字 均 收 误 . 


令 


二 2 十 中 十 全 一 工区 
“ 可 2 
( 打 -一 ， 吕 3 
由 于 


_in 名 十 Daz _ | 
理 一 号 = 他 十 天 三 ” 


故 收 敛 半径 为 1. 以 下 先 设 1z| < 1 求 原 级 数 的 和 ,最 
后 再 考虑 端点 < 一 士 1 时 的 情形 . 


所 2 


405 


O5 


Cry 一 Y， ak 十 宁 二 《7 一 1 。 


连 项 微分 之 ,得 ， 


/ Usatla 十 赴 Ce 十 ta 一 1c0 
了 (4z) 一 之， 证 + 2 一 二) 人 一 一 


以 人 1 一 <) 敢 上 式 两 端 ,得 (1 一 z) 户 (Cz) 
aa 人 ae 十 村) 二 1 
一 讽 十 可 之 / dv 2 
日 ， 也 
一 可 十 可 长 xz)- 
上 述 方 程 系 一 阶 线性 方程 ; 
上 盘 ] _ 身 
ff (x) 一 可 生 T 一 六 长 xz 一 可 所 
解 之 ,得 
ff(x) 一 CC1 一 x) -一 1] 《〈《 一 1<<xz<<1)， 
其 中 上 为 常数 ,由 于 ff(0? 一 0, 故 得 0=C 一 1, 即 C 一 
】. 于 是 , 当 |x|<1 时 ， 
f(x) 一 (1 一 x)- 寺 一 ]1. 《17 
最 后 ,考虑 端点 X 一 士 的 情形 , 先 考 虑 X 一 |. 此 


时 原 级 数 为 y\a,。 由 于 当 充分 大 时 ,and>0, 故 


作 一 中 = 《 吧 一 4 克 一 人 
ef | su GT 二 RE 可 


于 是 ,根据 拉 阿 伯 判 别 法 可 知 , 当 <<0 时 级 数 
lo。j 收 伍 , 当 ae>>0 时 级 数 la.1 发 散 ; ;但 当 a>>0 


且 2 


时 ,oa, > 0. 由 此 可 知 : 当 ea < 0 时 ya, 收 化, 当 w >>0 


辣 训 ] 


1 


昔 一 PC 


时 Yo. 发散 
再 考虑 二 一 1 此 时 原 级 数 为 > (一 1)"a。 当 


a 二 0 时 ,前 面 已 证 半 ia.| 收 伍 , 故 > (一 ra. 收敛 


下 设 a -全 0, 若 ea 闻 d 则 
人 《72 -二 13 


他 | @ 十 人 全 1， 


故 
2 2anr 0 《72 一 1 2。 ). 


于 是 ,级 数 六 (一 1)vau 的 通 项 不 趋 于 零 , 因 此 它 发 散 ， 
下 设 0< act 于 是 有 


ina_ 一 in[“ 二 人 天 


< 三 一 从 
一 bl : 一 |. f《 们 了 
人 。 大 
由 于 0<a<<d 故 In( 一 公司 2)<<0 丰 一 1,2)3，)， 
注意 到 
. 好 一 昌 如 一 cG1 
tmln| 1 一 三 儿 - 友 } = 1， 


而 级 数 立 到 发散, 即 知 级 数 之 In| 1 一 “击发 散 ， 
从 而 ( 它 的 每 一 项 都 是 负 的 ) 
mla 一 融 引 -一 = 


于 是 ,根据 (2) 式 即 知 


07 


从 而 
limea， 一 必 ， 《3) 


另外 , 因 0<a 一 过 有 


Ga (十 122 


全 z 十 1 克 十 妆 壹 全 1 


故 
Dr 《7 一 工 * 过 3 《4 

于 是 ,由 3) 式 及 4) 式 , 根 据 某 布 尼 兹 判别 法 知 , 组 数 
> 人 (一 1)"a 收敛 ， 

综 上 所 述 , 并 根据 竺 级 数 的 亚 人 和 耳 定理 , 即 知 : 当 
式 人 1 成立: 当 0<a<d 时 , 原 赦 级 数 的 收 伍 域 为 一 1 委 
xz<t 且 在 其 上 ,公式 (人 1) 成立: 当 < 芝 d 时 , 原 竺 级 数 的 
收 航 域 为 一 1<r<1l, 且 在 其 上 ,公式 人 1) 成 立 ， 
1 1。4 3 1。4。71 荆 1 

an 引 避 + 寺 直 下 + 上 全 下 下 


3*，61 过 3， 日 入 
13.4…(3n 一 2 工 
解 他 如 一 呈 。 三 7 本 * 由 于 


. 213 十 3 
En 


一 目 


章 一 和 记 


2 
全 e+1 


故 收 和 伍 半 径 为 2. 先 对 1z1< 到 2 求 级 数 的 和 ,然后 再 考 
虑 疹 点 z 一 士 2 的 情况 . 

当 和 《一 2 27 时 ， 令 

zy 一 Y， 1 .4…(3z 一 2 于 ) 


3，6…:3m 2 
逐 项 微分 之 ,得 
08 


bp ”3 十 3 


由 于 歹 一 汶 十 1 盖 1， 
故 
可 【 失 一 1 2，3:， <) 《) 
另外 ， 
< 38 一 了 2 
me 2in 盖 于 一 ml 一 敏 | 
由 于 m| 1 一 款 < ( 一 1,2:3，…), 且 
2 | 
te 
3 。 
而 级 数 > 二 发 敢 , 故 级 数 > ln| 1 一 落 | 发 散 ,并 且 
二 权重 一 寺 
2nl 一 去 | = 一 ce， 
于 是 
litmmlne 一 一 22， 
具 而 
lin 上 ,一 站 . 31 


由 (2) 式 及 (3) 式 ,根据 莱 布 尼 兹 判别 法 知 ,级 数 
> (一 1- 玉 收 敏 . 


综 上 所 述 , 并 利用 磊 绥 数 的 亚 伯 耳 定理 , 即 知 : 原 
委 级 数 的 收 艇 域 为 一 2 安 z* 一 2, 且 在 其 上 ,公式 (1) 成 
立 ， 
利用 逐 项 积分 法 求 级 数 的 和 : 


3011. wz 


解 由 于 加 | 之 -| - 一 im 蕊 2 1, 故 收效 半径 为 
1- 当 |z| 王 1 时 ,由 于 痉 -eo 故 级 数 发 散 . 因此 ,级 数 
的 收 伍 域 为 (一 1,1). 

Cr) 一 > 7122 1， 


乏 项 积分 之 ,得 
et)dt 一 有 | 2 


在 1 十 
7-[E -0 
* ?利用 2911 题 的 结果 . 
3012，y wa(e 十 2)zr 
解 由 于 im | | 一 mn 让 和 二 全 订 一 1 故 收 敏 半 


径 为 1. 当 |zj=1 时 ,由 于 :=(n 十 2?-=co, 故 级 数 发 散 
因此 ,级 数 的 收 误 城 为 (一 1,1)， 


rz) 一 信和 (天 十 2 


滞 m 下 


一 六 官 /8( 共 十 2)zr-1 


本 一直 


好 了 了 


一 节 8 人 人 
其 中 gz)= 2 人 2 十 2)z 1. 由 于 


时 二 下 
Go = | ec 二 = Zr + 2 | ed 


= > 十 2)z" 一 yoz 2 


坪 吧 卫 恒 一 ] 
工 并 "十 -2 和 4 和 3 立 一 2d 
《1 一 芝 ) 1 一 工 0 


__ ，_『3 芝 一 2 
故 gz 一 [CGCz)] 一 [人 
当 ] > |<1 时 9 
弛 一 
Fr) 一 zg( 轨 一 区 芋 人 3 
* ?利用 2911 题 的 结果 ， 
3013， > 1 一， ] ) 工 加 


一 二 因此， 


T 十 1 【2# 十 1》 
解 由 于 lim|z lim 2 


故 级 数 的 收 敏 域 为 (一 co 十 cc)， 
当 ZE 一 cc 十 co) 时 ，, 令 
7 一 和 人 十 Dr 《2m 十 137” 二 12z 
逐 项 积分 之 ,得 
| rpa- 2 各 二 了 = 1 王 一 


< ?1 
2 
一 一 < 


于 是 , 当 |>| 近 十 co 时， 
4 了 2 


一 十 co 


(zy 一 (rer 7 一 ez (1 十 2r23). 
入 本 题 也 可 直接 求 级 数 的 和 ， 事实 上 ， 
(Ca 一 孙 世 212 十， 77 


一 + 让 ] 玫 


一 1 十 2z2e 一 -二 (e 一 1) 


一 cz (1 十 22zz)， 
对 于 本 题 ,还 可 用 逐 项 微分 法 求 级 数 的 和 - 事实 上 ， 
产 CD 一 > 2 
[25 一 17 十 1 十 过 
本 和 2 一 卫士 1 
zz 全 2 细 十 1 am 十 4r。 二 3 
一 241Kz) 十 4rer ， 


解 一 航线 性 微分 方程 

( 基 一 2rFKr) 一 和 re ， 
得 

Fr 一 en (2rz 十 C)， 
由 于 .A0) 一 1, 坝 得 1=1(02。0 二 CC), 即 和 一 1 于 是 , 当 
zt 一 co 十 ce) 时 ， 

Fr 一 co (2zz 十 1)， 
利用 亚 伯 可 方法 ， 求 下 列 级 数 的 和 ， 

3014. 1 一 二 十 权 一 十 十 …… 
解 贫 数 
4313 


30195. 


世 ] 


(一 -一 ，* 一人 rr， RUI ia we .mm 一 ii Le Lam -Li im ， ,mu .一 -. 一 . 


和 了 10 


7 了 10 
的 收 租 域 为 (一 1,1]. 当 |z| 天 1 时, 念 
1 一 于 
7 4 3 10 
逐 项 微分 之 ,得 
外 -用 。- 绊 皇 _ 1 
六 《2 一 1 一 2 十 于 一 并 十 ER 
由 于 70? 一 0, 故 有 
rz) 一 | 庆 Gd=| 这 和 
(《 工 十 1 1 2 一 1*) 
-mn 和光 汪 1T+- 和 arete 7/ 
十 一 一 (一 1<z<1). 
6 vv 了 一 
由 亚 介 耳 定 理 , 即 得 
1 1 1 四 的 
1 一 二 十 却 一 末 十 …… 一 Him 7) 
1 开 
一 六 11) 一 子 ]n2 十 3 
*# ) 利 用 1881 三 的 结果 . 
1 1 1 
1 
和 解 级 数 
5 
7 


的 收 伍 城 为 [一 1,13 ,利用 2907 题 的 结果 知 , 当 和 
《一 1,1)? 时 ,有 


让 
证 
HaTCct 名 二 一 并 和 十 E 


由 亚 怕 耳 和 定理 , 即 得 


于? 了 


7 十 和 


1 11， ， 
1 一 可 十 襄 一 了 十 人 … 一 im arctgz 


一 arctgl 一 丁 : 
1。3*5 
3016. 1 一 去 十 瑟 一 34 十 
解 级 数 
全 1。3 1 *3，*，5 
1 一 了 二 3 
的 收 妆 城 为 (一 1,1]. 利用 2910 题 的 结果 知 , 当 工 
《一 1, 1 时 ,有 
1 ， | 1]*3 1"3。5 ， 
万 二 一 1 方 工 十 广 。 4 工 2 46 十 
3 


24v6 xz-9 ww 十 /本 
3017. 1 ， | 


2 纪 吕 w 和 
解 ”级 数 
遇 5 
xz 十 二 .于 十 3 。 定 .er 


的 收敛 域 为 [一 1,1. 利用 2870 题 的 结果 知 , 当 ze 
(一 1 ,1 和 - 有 

arcsinz 一 十 去 所 十 
由 亚 伯 耳 定理 , 即 得 


1 1 1 
工 十 了 了 十 3 


3 1 
4 "5 十 


一 [im arcsin 工 二 一 


开 
这 
求 下 列 三 角 级 数 的 和 : 
5 


3018. 


妇 T 丰 


ysinax sln3X 
了 一 ] 
解 注意 到 
有 < 
一 1 反 一 半 
其 中 一 se, 以 及 
1n 一 一 一 ]nfl 一 os 一 iindr)} 
Sin 上》 
一 一 地 In(2 一 2cos2) 十 raretg 1 一 cosz 
一 一 ]n 2sin 翅 十 zatrct ER 
下 
二 一 S， cosnz 十 ; y， sinzz 
本 到 卫 坪 于 上 着 三】 
号 入) 2) 两 六 实数 部 分 及 得 数 部 分 , 即 得 
> 二 一 一 In| 2sin 到 (0<<r<<2r) 
上 朋 吧 上 下 入 
太 


Y， Sinzxz yi， Sin 
玉 并 一 cos 


三 四 二 
二 和 
一 aretg| t 反 豆 | 
于 一 元 
一 aretg| ft 姑 | 


一 一 (0<z<2m)、 


x ) 其 中 用 到 lnz 一 Infl*zle<s) 一 In|z| 十 iargEx， 
若 = 一 十 节 * 则 in|>| 一 于 IaGz 十 好) 而 argz 一 


《了 


《 立 ) 


(37 


aTct 攻 交 


3019，> ) 一 


解 ”参看 3018 题 中 的 结果 (3)， 
4 Siniawsin 委 交 
3020， 立 sisinnz 
和 解 ”利用 积 化 和 差 人 台式 及 30195 题 的 缚 果 , 即 得 


站 晤 昌 
乌 4 理 站 号 11 广 . 工 
挫 


] St cosz( 立 一 ay 卫 去 Y， COSsnCz 十 的 


2 | 理 旺 一 卫 失 
上 均一 如 | ， 工 .站 十 肆 
一 广 ]mn 2simn 5 十 本 in 2stn 3 

. 让 十 安 
_1 Si 7 
2 0 | 一 加 于 汪 时 
S1hn 


上 式 的 存在 域 为 0<z 一 ac2x 及 0<xz 十 ac2r 的 公共 
部 分 ,可 视 a 之 正和 质 叶 而 定 : 当 w>0 时 为 
a<T<2 一 寻 当 wa<0 时 为 一 w<<2r<28 十 Cr 


3021. Y， Sanaz | 0 一 vs < 于 |. 
解 测 采 尝 角 公民 . 移 化 和 上 公 丈 避 有 3018 题 的 结 


果 , 即 得 
Y， 总 让 这 as 大 滤 
是 权 了 摘 
一 了 SA Si 双人 上 Y， ODS TGS 间 下 
己 开 和 天 


学 


TSsinnar 1 Asina(z 十 2a) 
2 之 ， 给 4 之 。 好 
Sn sinnfz 一 2e) 
业 一 。 六 


王 面 分 二 种 情况 求 此 级 数 的 和 
ti1) 权 0<r< 2mry0< 一 2a<2r 与 0< 工 十 25<2 
的 公共 部 分 , 即 2a<z<2r 一 2a. 此 时 ,级 数 的 和 为 
开 一 站 于 一 《十 2a0) 开 一 (一 2a0) 
和 呈 号 


(2) 当 0<<rz<<2a 时 ， 


< 一 区 一 过 抑 一 (zz 十 267 | 末 - 一 【2 一 工 ) 
生 名 名 


有 
一 工 ， 
《3) 当 27 一 2a<z<2zr 时， 
一 开 - 立 、 下 一 (十 20 一 2 关 


人 一 
二 一 -一 


x*< ) 和 于 2r<z 十 2a<37ry 最 可 今 
十 2a 一 2 十 如 《<E)， 
则 有 
sinyf 工 十 2o7) 一 sinmf2 和 十 中) 一 Sinozt， 
从 而 以 8= 十 2a 一 2 代替 3018 题 的 结果 中 的 = 即 


可 . 
Sinr2# 一 下) 工 
3022. 2 一 为 一 
解 ” 记 
和 


中 令 = 一 一 所 ,并 注意 幅 角 主 值 的 取 法 ,就 有 


二 SIDT  ， 工 
人 1 一 一 一 了 《jz|<r) 
及 
Sn cosnL 并 
2 12 四 一 mn| 2cos 引 j， 
油 于 
1 _ -- 工 iT 一 二 | 
拉 一 1 2 一 1 关 十 1 
故 有 
二 COS 他 工 


工 S ， COST 七 DOS 拓 沁 
一 也 之 《一 1 一 到 室 ( 一 31) 二 二 本 


_ 芯 COs(K 和 9 十 1 
2 之 /一 1 一 人 
工 它 DSS 
十 也 之 《一 1 一 
一 《 一 1D" 二 Cecos(mm 一 1)x 


| 工 工 革 
os ft 十 7 六] | 六 十 瑟 - 方 CDs 工 


= 1 一 合生 十 SC ] 7 二 sinmazsinz 
鲁 赤 了 
= 羡 | 1 一 2| 一 到 sinz 《| 之 | 二 王 )， 


ok 习 所 作坊 


用 mm 
解 ” 记 
20 


COsT21 一 1? 工 
FE(x) 一 >》， 一 证， 


坤 -< 


星 然 级 数 2 So 一 9 在 一 co<<x<< 十 co 上 一 至 


收 癌 , 故 FIx) 是 一 ce<x< 居 十 ce 上 的 连续 函数 , 币 旦 是 
以 2x 为 周期 的 周期 函数 , 因此 ,只 要 求 F(x) 在 |x| 所 
r 上 的 值 - 易 知 


28imnr ,sin(2 天 一 T 工 一 工 一 CDSZR 工 


业 叶 1 


故 当 rsxz<sxr- 一 r (0<r 到 三 是 任意 的 ?时 ,有 


sint 【 2 一 1)z| 委 一 


SinTr 


于 是 ,根据 迪 里 时 里 判别 法 知 , 级 数 > 252 一 2 
在 r 委 了 z 魏 rr 一 上 一 致 收 便 . 从 而 ,由 珀 项 求 导 数 法 则 
知 : 当 TEST 一 十 时 ,有 
AsSinf2 一 1 语 ， 开 *) 
下 《2 一 一 2 一 3 一 一 二 《1]7) 
由 = 的 任意 性 知 (1)? 式 当 0<z<r 时 成 了 这. 于 是 ， 
F(z) 一 一 xz 十 C (0<<z<cm) (2) 


其 中 心 是 车 数 ， 由 了 在 2 一 0 的 连续 性 以 及 
2 ss] 
下 (0D) 一 2 < T 注 一 计 ， 
在 (2) 式 中 令 一 十 0 取 和 极限, 即 得 C 一 于 ,于 是 
FP(z) 一 一 开 z 十 玉 (O<cr<r 


2 了 


由 此 ,再 注意 到 (zxz) 是 避 函 数 及 连续 函数 ,得 
P 人 z) 一 瑟 一 到 1=| (jz| < 妇 z)， 


# ) 利 用 3022 题 的 结果 ， 
* #) 利 用 2961 题 的 结果 . 


sinyr Sn 
一 一 > 1 si 十 > 1 2 二 1 


峡 四 | 基 m】 
号 1yrsinzaz yn Si 人 一 1) 
一 一 2 人 - 立 一 


m 贡 权 站 
一 > (一 1 Sin - SC 1 STR sr 


是】 呈 吧 ] 
2 


十 六 { 一 有 sanasn 


一 一 《1 +eosz| 一 号 | 一 Sin 二 。 in| 2cos 于] 


一 到 (1 十 cosz) 一 sinz * in| 2eos 地 | 
【| 工 | <) 
# ?利用 解 3023 题 时 的 (1)、(27 两 式 . 


3026，》 cosr 


422 


3027. 


吴 
之 亲人 
味 之 用 六 
阿 2 y， 忆 避 且 扫 起 十 Sm 全 
一 ”一 3 
1 
一 和 】 关 一 必 好 1 境 权 自 天 
一 EcoeT 十 im 


一 Eeer[cosfsinr) 十 熙 inksin)]， 


克 按 实 部 和 虚 部 分 别 各 自 相等 的 关系 , 即 得 


>， 人 一 eroecOSsTSsIndrD) 《| 六 |< 雪 十 ce7- 
有 同 m 心 
作曲 线 
Si 办 工 。Sinm7ty 
一 一 一 一 一 心 
十 2 天 
的 图 形 
解 ” 记 


Cry 办 一 > 全 1 好 六 。 Sinmy ， 


注意 到 | Free) 对 工 、y 分 别 均 为 以 2zx 为 周期 的 周期 函 
数 , 故 可 考虑 下 列 定 义 域 : 

民 一 {0<zr<2r0<sSy<2ri， 
为 研究 Frz,y) 一 0 的 图 形 , 要 用 到 下 列 函 数 ， 

tt) 一 > 2 (| < 一 十 co)， 
为 求 GD)， 考虑 中 《zt，* 仿 3024 题 的 办 法 可 知 可 逐 项 求 
导数 ,再 注意 到 3022 题 求解 过 程 中 的 关系 ,有 

有 (一 一 2 2 


423 


2 


一 | 
一 一 (sgnD) 开 3 (0<<|1 引 < 一 2r)、 


TD 


注意 常数 e(o) 一 > 点 = 世 , 于 是 得 


esG) 一 (CO 十 | 5 


一 &(O) 一 羡 上 十 到 纪 


由 于 
SinzX。 sinmy 一 本 [cosn(r 一 引 一 cosa(z 十 多 
故 得 
1 cosnetz 一 放 一 
Cr) 一 柱 > 2 一 攻 二 c02 亿 十 引 


一 半 Cg(z 一 芒 一 s(z 十 轨 ] 
一 序 | [go) 一 子 | 一 y| 十 开 Cz 一 ?9] 
一 [so 一 要 lz+y|+ 二 cz+o9]] 
一 寺 ( | 十 y| 一 | 一 y 
十 言 CCz 一 ?2 一 (z 十 ?9 
一 王 。2min{z,y) 十 二 (一 4zy) 
1 


一 了 Cr 一 max{tzyyi]。min{fz yy。 
若 zy 则 念 zy 一 Dry) 人 民有 
如 《 开 一 ) 一 站 ， 
得 工 =0 或 ?一 fr 车 z2y 则 令 zyy) 一 0， 
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们 1 发 散 上 有 六 am ~ 一 ceo, 于 是 ,根据 
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其 中 葛 正 、 负 号 随 六 是 2.4 ,6 之 一 或 | 人 之 
一 而 定 . 由 此 可 知 , 此 时 > ,s 发 散 . 
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可 知 

>ln(] 十 ) 一 一 co， 
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*#* ) 由 于 香 级 数 ( 收 黎 半 径 为 1) 

ln(1 一 z 一 一 < 一 到 一 二 一- 
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+[ 了 2? 354 ] 
加 ] 1 四 
一 1 一 京 一 字 1i2 


* ?利用 2961 题 的 结果 ， 
3041. 按 模 &xO<sK<1) 的 正 整 数 短 展开 第 一 型 完全 椭圆 积分 


忆 dp 
PFC 一 | 5 ca 
》 WY 1 一 六 Sin 区 


豆 cp 
pu-[ 宅 
肖 ” vYT1 一 态 stn“9 


_ 了 jz . 。 5 6 
上 (1 十 方 下 Sin 9 广 是 sin 9 上 16A sin 多 


一- 上 下 
十 以 十 rsin>g 十 DC 


ar[28 一 1)1 42 1) 
-和 t+ 袜 (2 1 1 ] 起 | . 


+ ) 利 用 2281 题 的 结果 . 
3042， 控 模 上 0<k<1)? 的 正 整 数 乾 展开 第 二 型 党 全 棋 圆 积分 


EC 一， VIPsdg 
解 ECO 一 | VTSD5d9 


瑟 一 一 1 
-je 


Sn 一 1)11 如 1*) 

一 到 (一 5 ] | 
* ) 利 用 2281 题 的 结果 . 

3043. 利用 按 机 圆 离心 率 药 正 整 数 震 展开 的 级 数 以 表 粒 辆 

Of<27) 


了 一 人 COSE YY 一 25fnt 


4 


的 弧 长 ， 
解 设 c>6, 则 = 一 必 2 一 亿 一 和,( 之 )?=1 一 . 弧 长 为 


本 
3 =4| 人 YY GeSIDE 十 EECos 于 


四 

生 

本 -一 | 
oojw 


ee 


二 4，。 开 SC 一 1 2 tm 
一 4 11 六 CT | 2 一 | 


(和 


2 纪 
证 明 下 列 等 式 : 
1 村 区 < 1 
3044. 」, 之 一 之 六 ， 


=| ， 《1 一 2nmx 十 了 zalnzz 一 二 lnaz 十 …)dz 


3 
一 | 十 一 ne+ 过 + 广 挛 -3 inzz 一 对 ne 
一 5 让 - inz 十 有 la = 一 和 Inz 十 五 
] 
十 + 
1 
一 1 十 点 SS 工 
1 十 了 六 十 市 十 十 十 之 ， 说 生 
本 题 得 证 


《3 


《 一 长 一 ] 放 好 中 da+1 
3045. | 一 。 = sinazdz 一 二 全 了 cr ”， 
解 eeasinamdr 
-| 二 一 一 Y(- ya 2n+1 
加 二 : (22 十 1 一 
【 一 1 7"c 2m 十 ] 十 上 m _ .2 ou 
=- 盖 氢 昂 和 7 | 2 4 
_ 工 中 【一 T)"atht+1 1 "aa 3 十 1 | 十 加 _， 
2 之 (TDT 2 4 
一 - M 全 2 十 ] 
二 二 人 1 1 全 [ 拉 十 四 天 十 阁下 一 1 
十 ……* 十 基 1 十 和 1 9]|，” 
=- 寺 > 拉 一 17 1 
人 《2 十 1 1 
本 题 得 证 


3046-. [| ，erecos(sinz)cosnzdz 一 二 (一 0， ] ,2 
解 ” 若 复数 办 一 # 十 妈 * 记 尺 {w} 一 x 为 实 部 , 则 有 
民 Re 一 eemreos(sin 芝 )， 
因此, 原 定 积分 为 
了 一 | esieDST Sin CDOS 于 工人 浊 全 
R{ 人 | 


R{ :zz ee 一 fen 十 e ”~)dz| 


一 亏 R (全 三 cc (Ce 2 Ce 十 ed] 


学 4 三 


1 
-ea 


+ 袜 二 Reerac] 
注意 ,对 任意 整数 上 ,有 积分 关系 ， 
六 rar- 人 作 当 全 
" 0, 当 点 关 0， 
从 而 , 当 z 关 0 天 六 0 时 ,有 ， 
让 当 靖 王 0 时 ， 


2 开 ， 当 2 一心， 


收 ， 当 男 站 
立 如 ， 当 7 一 心 ， 


0, 当 垃 天 站 


站 ereaa| 
人 


[ea 
性 


此 时 相应 地 得 
1 一 十 (2x 十 2r) 一 2x. 
ii) 当 并 一 1 23 时 ， 


etondz 一 0 
| endz 一 人 | 


站 ,， 当 说 天 地， 
此 时 相应 地 得 
1 
业 一 六 所 f 
求 : 
3047. | “eeoaacOSKaSin 二 一 7 证 ?证 (2 有 是 自然 煞 ). 


解 ”被 积 函 数 正 是 <- 的 实 部 , 故 积分 为 


了 =| ereveos(asinz 一 az)dz 


1 


2x) 一 一 


展 Tem “一 和 
al 并 人 | 


=Ri| 风 《Ge cadz| 


四 吡 芒种 3 本 
9 1 
=Ri 人 | ”eerondz| 
AD 了 全 
下 志 好 2 
-对 和 .ar+ 厅 | 4 
“ 天 纺 蜀 


3048: .| 3 


4 


0 工 一 Zacosr 二 dz 
解 利用 2864 题 的 结 梁 ， 即 得 


De 下 芽 一 Ye- isinnam 【12|<17). 


1 一 2aces 工 2 
直 于 

| xsinmzdz 一 (一 1 二 ， 
所 以 , 当 |cl<1 时 ,就 有 


= 了 SInEc al - 
| 记 玫 o2 一 > 1 人 


| 


一 二 ia(C1 十 c). 


当 |a|>>1 时 ,| 二 | <:， 


Sim 开 _。 工 SI 
1 一 2ecosxz 二 1 一 2( 二 ycosz 十 ( 卫 ? 


利用 以 上 结果 , 即 得 , 当 la|>1 时 ， 


阶 仓 劳 展 式 ， 有 


/Ko 一 二 
一 70) 十 (oz 十 万 9? 十， 
”CD) 十 万 必 2 ， 
《 盏 一 1) 
1 六 2 0 
一 可 一 开 十 示 一 人 十 《一 1 和 
1 
十 (一 12” 7 人 下 BT 
_ 
一 二 一 要 十 五 一 … 十 (一 1): 区 
， 1 
十 《一 1 ea 二 1 ” 


辐 二 切中 1】 
【1 十 如 六 ] 
一 上 工 站 工 一 .二 (二 1)*-: 丈 一 
人 (一 1 ” 


十 (一 1) 沪 (z)- 主 -， 
全 
其 中 0<pel ,而 对 于 函 数 


8(z)= 一 ， 
(1 十 如 到) 


也 有 0<& xz)<1 (0<z<< 十 oo). 
由 | 人 er 人 一 间 (有 一 站 2) 
以 政 o<| Comadz<<| 一 一人 
即 知 
| 人 人 Cz)zrdz 一 bl ， 


和 


其 中 0< 刀 一 1. 于 是 ， 


+ 十 o _ 
| 所 -dz=| (re dz 


Dr 
外 人 


十 (一 1)" 一 二 (zerxdz 


pr 
好 怪 了 
十 (一 1 三 行 和， 
公式 证 毕 . 


在 上 述 公 式 中 , 令 一 100 一 10:, 则 有 


十 皮 2 ， 四 
| 1 十 adz= 10 一 1410 十 2410 
十 5 一 1 1 一 1) 1 10-2 十 (一 1)"8m 410 


(0<& 一 17)、 
姑 果 到 前 两 项 来 表示 积分 , 即 在 上 式 中 取 一 2, 则 误差 
为 (一 1)622 ! 10 “其 绝对 信 小 于 2 ,10-* ,于 是 ， 


十 号 
厂 Tedz 一 0.01 十 0. 0001| 委 0. 000002 
一 2.10-*. 


9. 无 迪 季 和 机 


否 要 提 必 芝 屠 ， 如 果 存 在 有 穷 画 且 异 于 等 的 极 展 


45 了 


出 称 无 旁 乘 积 
右 疡 ?=* -= 林 P， (1) 


是 收 笋 的 . 

若 己 一 9 而 乘 数 p, 中 无 一 个 等 于 零 , 则 称 乘积 (1) 发 散 于 零 ; 在 相 
芭 的 情形 下 , 则 称 无 穷 乘积 收 化 于 零 

乘积 (1) 的 收 竹 性 与 级 青 


> 加 (2) 


的 站 前 性 是 一 祥 的 . 
收 敏 性 的 必要 条 件 为 : 
下 六 一 1 
若 六 =1 二 mt=1,2，…) 及 吧 不 这 号 , 则 委 积 (1 收 敏 的 必要 而 
且 充 分 的 条 件 为 级 数 


Sa 一 ce。 一 轧 《3) 


收 仇 ， 

在 一 般 的 情形 下 . 当 mw 不 保持 固定 的 符 导 而 级 数 (3) 收 敏 , 则 乘积 
(1) 将 与 组 数 

> 尖 一 六 一 13 

同时 收 合 或 辣 时 发 散 ,在 发 散 的 情形 下 ， 缚 积 发 散 于 零 ， 

2 绝对 收 各 性 。” 生 积 (1) 称 为 绝对 或 条 件 ( 非 移 对 ) 收 租 是 随 奴 数 
(27 为 绝对 或 条 件 收 裔 而 定 .级 数 (3) ) 绝对 收 项 就 是 乘积 (1) 物 对 收效 
的 充分 而 且 必 要 的 条 件 . 

3* 画 数 的 成 无 奔 欧 积 展开 当 一 ee 必 工 心 十 co 时 有 展开 式 


人 
0 TI 
特别 是 ,由 第 一 式 当 = 一 却 时 得 瓦 里 斯 公式 
和 5 


江 站 ] 之 上 
瑟 = 有 去 二 1 歼 
和 
3051， TTa 一 于) 一 


让 到 也 


证 记 A = 1 一 到. 由 于 部 分 乘积 


ro| 一 


1 ] 】 
,一 几 关 = 51 一 训 ) 代 一 训 六 一天) 


一 二 -一半 ( 当 = 一 oo 时 )， 


cs 1、 1 
La 一 弃 ? = 2 


证 ” 记 所 一 了 +. 由 于 部 分 乘积 


了 茸 一 1 .人 一 1 
乙肝 一 着 1” 瑟 二 1 


了 有 寺 姑 十 二 二 到 
好 (7 十 了] 3《 当 关 时 )， 


一 二 
3 。 


mw 
从 | 吕 ， 
| | 一 


5 
吕 2 1 

3053 开 [Li 一 5 二 厂 ) 一 到 
证 ” 记 包 一 1 一 5 车 站 ,由 于 部 分 乘积 


莹 六 字 


_ 和， 41.5,2 人 十 2)(z 一 1] 
PP 一] 六 = 3 3 "二 了 (站 十 1) 


记 之 
一 了 ,于 二 ( 当 m -oo 时 )， 


班 


站 0 一 友和 二 亲 一 襄 


3054. TI [1 二 (二 2)2]= 2 
证 ”由 于 部 分 乘积 满足 干 述 等 式 ， 
(1 一 工 )P. = (1 一 过)(1 十 六 4 十 记 )… 


2 
_ 工 __ 了 2 十 1 
《1 十 2 1 一 芭 和 
从 而 
1 一 (二 2 
疡 ,一 和 一 2( 当 ”co 时 )， 
1 一 六 1 一 六 
故 
Ca | 。 
JU+(C3 = 
让 世 
355. 二 ees De+T 一 ， 
证 ”由 于 部 分 乘积 
一 COSs 二 cos 与 * “COS 1 
所 < 2 
| 开 
一 一 和 cos 77C0s 7 
23in 一 一 了 


二 5 各 


Keces 5 * 2sin 1) 
sin 亏 二 
一 < 二 一 2 - 三 二 一 宇 
2rsin -一 S1m 二 
22+i 2 
《 当 天 一 人 针 >， 
故 
TTeos -和 = 二 
省 "十 1 于 ” 
Se 
3056. Teos 亏 一 到， 
证 ” 当 z 上 天 0 时 ,由 于 部 分 磁 积 
严 。 一 cos 字 cos 世 .…eos 去 
2 晨 2 
工 
__snz -二 sin 工 _ 、sIpY 
2"sin sin 二 和 一 
名 2 
{ 当 弄 一 妆 全 时 生 
故 
TTees 卫 Sm 
本 一 】 2 权 
sh 
3057- ITe 一 去 - 
彰 吧 工 
证 ”由 于 部 分 乘积 
忆 一 中 主 ch 雪 .eh 至 一 -shz 
2 Z | 立 
2 sh 王 
了 
芭 了 5 


3058. TT a + xz = 


四 到 心 


证 由 于 
(1 一 ) 瑟 ,一 《1 一 z)(1 十 ref1 二 zy 一 1 一 2 ， 
从 而 (注音 |z|<1) 


十 让 


_1 一 太 1 


(| 过 | < 17)， 
一 这 


故 


了 
站 一 十” 


ITa 十 za) 一 

利用 此 题 的 结果 ， 易 得 
1 
ITt 十 (了 于)] = 1 


此 即 54 下 拉 疆 时 


3059. 和 ~- 六 
2 7 2 十 Y 了 


证 在 3056 题 中 , 令 > 一 子 , 利 用 半角 公式 ,有 


区 


则 得 


2_Y2.Y2+Y2 .2+YV2+Y3 
3 Z 


本 
| 


2 . 2 


< 一 ee 
”VE Var 


3 一 1 3 十 1 ”3 本 
证 ”利用 函数 sioz 的 无 和 邓 积 展开 
Sin 一 xz [xl 一 ?7 ， 


昔 2】 


2 


站 1 
本 3 一 (3 
-开本 (3 一 1)C3z 十 12 
于 是 得 


TT 3x 3n 3 2 


:2138 一 “3 十 1 si 于 3 3 
3 


试 证 下 列 无 穷 乘 积 的 收 仿 性 并 求 出 其 值 ， 


7 


3061. 1 这 二 4 


2 


证 ”由 于 部 分 乘积 
己 15 .2"6,3"7... Cn 一 4 


号 重 


2 4 3 了 35 4 有 【 旺 一 3 一 
《一 3 人 十 1)》 (一 2 人 (7 十 2 
帮 失 一 全》 闪 《并 一 下 2 妇 十 1 


__# 十 2 1 _wwe 红 
7 人 5 时 )》， 


性 吗 各 


3062. I (11 十 1] 


， 《好 十 工 ) 
证 1 十 5 二 万 一 (十 27 由 于 部 分 乘积 
人 
1 3 2 和 3。5 《于 一 它 》 这 
， 好 2 (十 1 
《天 一 ] 7) 下 十 1 天 (二 十 2) 


一 2C2 十 1 _ ec 疏 
-一 # 十 2 也 {《 当 大 时 >， 


故 无 穷 委 积 T[ [1 二 


T【〈282 十 1)C2r 十 了 ) 
303 芋 《28 十 32525232 十 5) 


证 ”由 于 部 分 磁 积 

成 3395，11 7， 13 (2 一 3)C28 十 3) 
"57 ” 7。9 9.11 (2 二 1)22 十 ]) 
212 一 28 十 5 《22 十 1)28 十 7) 


《2 十 1 人 2 天 填 37 不 2 十 3 十 5) 


卫 , 一 


-rn ] 收 敏 , 且 其 值 为 2. 


挤 担 


458 


当 -> co 时 的 极限 存在 且 为 Pz, 故 1 寡 收 伊 , 昌 其 什 


为 P*, 其 中 T[z。 -= 尸 拓 0. 


《B) 可 以 . 事实 上 , 部 分 来 和 祝 
绚 。 一 【〈 户 大 2 六 《3132 


当 -> co 时 的 极限 存在 且 为 PQ; 故 ITae. 收 伍 , 旦 其 


值 为 P@， 其 中 工 记 = 和 or 一 息 夭 上 
r> 可 以 ， 事实 上 ,部 分 乘积 


方 1 六 * 证 。 
一 帮 1 天 人 一 1 2 
4- 好 1 本 3 让 1 


当 = ~ co 时 的 极限 存在 且 为 志 , 故 本 双 收 生 , 且 其 什 


为 吾 , 其 中 IT[z。 一 呈 丈 o.ITy 一 纺 关 0 
研究 下 列 无 穷 乘积 的 收敛 性 
3066. [ 革 . 
解 ”由 于 通 项 妨 = 二 一 0( 当 nm 一 co 时 ), 不 满足 收 伍 
的 必要 条 件 ( 记 -~ 17 ;或 者 说 :由 于 部 分 乘积 


记 一 证 一 0( 当 = 一 oo 时 )， 


且 每 项 不 为 零 , 改 无 穷 妥 积 ] 二 发 散 于 夫 


十 1) 
306/ [和 2 十 27 


460 


、 (ea 十] 
解 通 项 加 一 2 下 2 一 1 十 5 全 二 历 ) 而 


2 5 生态 收 伍 , 且 5 生 末 不 变 号 , 故 无 穷 节 积 


(十 二 
I za 直方 收敛 - 事实 上 ,已 由 3062 奈 知 ,该 无 穷 乘 
积 是 收 竹 的 , 朋 其 值 为 2. 
3068. JI 二 访 ). 


解 ” 轧 一 1 十 点 ,其 中 六 不 变 号 ， 由 于 级 数 盖 二 当 户 
> 1 时 收 敏 ,而 当 户 坪 1 时 发 做, 故 无 穷 乘积 ] (1 二 
二 ) 当 疡 > 1 时 收 伊 ,而 当 户 < 1 时 发 散 . 

3069. TIT (li 一 二) 


解 ” 由 于 亡 一 1 一 一 二 不 变 号 , 且 > (一 工 ) 发 散 , 故 


原 老 积 发 散 . 或 由 于 部 分 习 积 
且 ， 要 了 吕 导 。 好 一- 次 一 芭 ， 台 _” 状 一 了 一 二 
写 了 站 一 天 一 1 得 
当 ~ cc 时 前 极限 为 受 , 且 乘积 中 无 一 项 为 地 , 故 原 乘 
积 发散 于 零 . 


3070-). I[ 到 十 直 
解 通 项 六 一 | 瑟 革 | 一 | 1 一 5 .由 于 级 数 


世 丰 了 


2ef1- 天 二 -2 


z -Hi 
对 任何 户 均 旷 笋 (因为 级 玫 >， 二 收 伍 ), 故 原 无 
穷 乘积 对 任何 请 均 收 和 
* ) 原 题 误 为 T| 蕊 示 症 | , 这 时 ,车 之 > 0, 第 一 个 
因子 为 零 , 按 定义 无 穷 乘 积 收 盆 于 零 ; 若 一 0, 第 一 
个 因子 无 意义 ,因此 整个 无 穷 乘积 无 意义 . 


C 坟 十 G 关 十 二 
3071. 攻 有 二 十 六， 其 中 当 # 六 zi 时 三 十 ar 十 在 症 站 


天 2 -二 ai 天 十 由 
解 通 项 妨 一 未 十 an 十 


《Gt 一 丰 ) 王 十 《一 如 


RE 
仍 
辣 _《 一刀) 用 十 《一 一 妨 ) 
机 到 十 dm 十 如 ， 
当 ai -= 时 ,oa 一 贞 。 由 于 了 点 五 收 误 ， 故 厌 乘积 收 笋 、 
ro 全 


当 ai 天 aa 时 ,由 于 反 十 aa 十 0, 且 as 一 二 一 , 故 


“ 发 散 ,从 而 兰 乘 积 也 发 散 . 


3072. 2 让 二 天 让 二 的 一 二 2 ,其 中 mm>bG 一 1,2， 
办)， 


《用 一 不 7 一 全 一 人 
] 尼 此 
解 《一 一 页 站 一 ty) “*《 放 一 中 3 一 1 十 


六 


aij ae 十 十 (一 芋 寻 LT 一 贡 和 


Ye | 


[1、 
人 
必 M 


再 ec 一 如 
念 
(- 站 je +- :十 (一 2 了 
同人 


Two 
当 24w 一 之 /4 时 ,a.=O| 点 ] 故 定 ww 收效 ,从 而 兰 乘 
积 收 伍 . 当 2 wu 天 之 /5 时 ,由 于 当 a>m 时 , 林 一 


5)>0, 且 a。 ~ 全 | 2 一 站 , 故 级 数 >)a 发 散 , 从 
而 原 乘积 也 发 散 . 


六 ] 
3073. 开 闫 十 ， 
0 开 十 了 
解 加 一 人 | 六 十 5 np。 一 ia 全 二 Ink1 


二 由 于 > 1 一 | 发 散 ( 于 一 co): 故 诛 宁 
积 也 发 散 ( 于 零 )， 
再 
3074 及 


解 疡 ，。 一 - 珀 于 


03 了 


np.=_ of1+ 二 | 
考虑 级 数 
> inp。 一 一 于 in| 1 十 地 |. 
由 于 级 数 去 收 敏 , 故 级 数 Zin[ 1 十 赫 } 收 策 , 从 而 


级 数 ylnp. 收敛 , 因此 ,无 穷 乘 积 末 收 化， 


得 吧 | 好 十 1 
3075， 下 、/ 1 十 二 


解 户 一 1 十 二 ,np 一 上 ln 1 二 二 | >>0. 当 zwco 时 ， 
有 
故 > ,lnzp, 收 笋 ,从 而 原 乘积 也 收 黎 . 
3076. T 到. 
解 乌 一 区 min 思 一 贞 Ina. 考虑 级 数 
YInp。 一 洒 -ny 


由 于 起 Inn = o| 二 ,此 处 为 满足 0 一 se 一 1 的 任 一 
党 数 ,而 > - 走 。 收 仇 , 故 原委 积 收 人 . 


和 0 


解 通 项 
六-| 1 三 | 人 + 三] UL 一 过 十 未 at+ol 去] ] 


二 1 
一 1 一 区 十 9 点 | y 
故 若 记 
古 , 一 站 十 con， 
则 当 ”充分 大 时 ,有 


一 一 亚 十 o( 点 )<0， 
怪 持 不 变 号 ， 注意 到 对 任何 关 朗 数 
忆 [ 一 加 +ol 吉 ] 


收 敏 ,这 里 ms 为 适当 大 的 某 一 正 整数 . 从 而 w 收 钼 
因此 , 原 无 穷 有 各 收 人 本 
3078. 工 [1 一 :党 惠 呈 ,其 中 ce> 0 
解 ”对 任意 =, 考 虑 通 项 
六 一 | 1 一 : 汪 人 
-| 1 一 : 生 |0+ 二 + | 


工 1 
于 一 二 2 于 疝 二 C 声 | 
:一 x 江 
一 一 GCT 9 [ 训 5 
-1 二 O( 工 5 》， 
扫 ? 


0 


一 一 


易 知 级 数 ylnp, 收敛 , 故 原 无 穷 契 积 收 笋 . 


3079. TFa - 


恒 王 ] 


和 解 ” 当 |zl 关 1 时 ,由 于 通 项 户 =1 一 局 关 1, 即 不 满足 收 
伍 的 必要 条 件 , 故 原 无 穷 乘 积 发 散 . 当 |z|<1 时 , 洛 工 


一 0 显然 收敛 :车 z 径 0 则 有 

lnps 一 In(1 一 za) 一 一 zolnfrl 一 玉 )-]， 
由 于 

. = 点 ，， 1 

limlnCG 一 2 和 这 limin[G1 十 方 ) 门 一 1， 
从 而 

ln 记 。 一 已 人 | 芝 上 > 


但 级 数 2 zi 当 lzl<1 时 收 和 敛 , 故 此 时 原 无 穷 积 
收 笋 . 
3080. Tc 十 埃 
解 ” 当 jz| 关 2 时 , 通 项 轧 一 1 十 ( 王 )z1, 故 原 无 穷 乘 
积 发 散 . 当 |z|<2 时 , 若 z 一 0 显然 收 黎 :车 r 关 0, 利 用 
lim| 1 到] 二 = Im| + 六 | 一 
就 育 
ln 户 。 =i| 1 十 去 要 


芋 。 
_ 到 1 二 1 | 之 
到 | (+ 到 | o| | 、 
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由 于 级 数 | 过 |" 当 jz| < 2 时 收 敏 ,从 而 Zinp, 收 
效 . 因此 , 原 无 穷 乘 积 收敛 
站 1 十 工 ] 
al 六 | ， 了 | 
解 1) 当 1z1<e 时 ,利用 
[+ 到] 一 e+oG ( 当 co 时 )， 
存在 适当 太 的 整数 aa, 当 = 伴 西 时 ,有 
(1 十 过) > zl 
于 是 相应 地 ,得 
(1 十 二 ) 


1 1 
-|9+a| > 
了 


1 


这 表明 ,此 时 
1 十 二 ) 
思 一 1 十 一 - 冯 一 六 >L( 当 zco 时 )， 
即 不 满足 无 穷 霖 积 收 化 的 必要 条 件 , 故 原 无 穷 匀 积 发 


家 . 
22? 当 |z| 一 * 时 ,利用 ?70 题 的 结果 ,有 


1 十 吉 >e 一 之 
此 时 ,得 


让， 一 1 十 《3 帮 m 六 


-1+tsenm | 


车 7 


一 ] 十 心 ， 


ceo 
-区 二 | 


|eav | = 


一 0， 
故此 时 有 oj0, 也 即 户 辣 15( 当 定时 ) ,从 而 原 无 穷 
磁 积 发 散 . 
37? 当 |zr|2>e 时 , 记 户 =1 十 so, 为 考察 局 的 变化 , 仍 
利用 


1 十 二 | 一 e+oCDCrr) ， 
存在 适当 大 正 整 教 rioy 当 好 2 时 ,有 
| 1 十 过] < 于 (e+ zl)， 
1 | 关 | 十 e 


2 zl， 


则 0<g<1, 有 
[+3) [Et 
嫩 |z| 


|w. | 一 
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笔 对 收 误 , 从 而 知 原 无 穿 乘 积 收 伍 . 
3083:+ 2。 1 十 五 | cos 五 ， 
解 1 当 |z<1 时 , 通 项 
思 =-| 1 十 筷 
一 | 1 十 到 | Cr+ol 到 ]] 


| 
=-1+ 雪 +o| 到 ) 上 +0 


站 如 号 世 
现 所 


2 


| 


=1+o0| 到 |+o| 5]- 
当 站 充分 大 时 ,不 论 训 *g 为 何 值 , 均 有 
所 =Ol | 二 | ,二 0l |z| 一 

于 是 可 写 

太一 1 十 coso 一品 (| 蔗 | 冯 )， 
因此 有 

[np 一 JinCi 二 we 一 Ole 一 OCzl， 
由 于 当 |z1< 1 时 ， 


>(YTrT) 一 十 co， 


村 


从 而 > lnp. 绝对 收 黎 , 故 原 乘积 本 [ 疡 收敛 . 
27 当 开 =1 时 ,在 z>1,g>> 立 的 情况 下 ,由 于 通 项 


一 [+ 十] (过 +ol[ 志 ] 


| 


和 7 


1 六 一 史 5+O[ 二 辣 | +OG 二 
1+ 二 +O| 遍 5 ， 
关 记 
轧 一 
则 > ,am 绝对 收敛 , 毕 由 
必 = 坊 +9o| 击 +o| -二 


于， 


] 
-二 +o[ 动 )， 


易 知 > 吧 也 收 黎 ,故此 时 条 积 村 六 收 笋 . 
3) 当 z 一 一 1 时 ,在 产 > 六 ,9> 寺 的 情况 下 ,由 于 通 项 
网 -|1+ 捷 一 地 ]< 六 -~ [+ 站 汉 
:一遍 + 六 有 
=1+ 熏 沁 - 疡 +o| 让 +o| 上 | 
I++O| 上 
可 记 
刀 .一 1+p.8 一 二 过 高 * 
则 有 
lng, 一 jn 十 及 ) 一 记 十 O( 民 )， 
易 见 > ,B 收 策 ,而 


尼 = 志 +o| 十 |]+o| 寺 5 
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-过 +o( 吉 | 
故 >) 民 绝对 收 敏 ,从 而 知之 ,Int 收银 .于 是 ,此 时 乘积 
T 六 收复 


蔚 
“一 -一 1 (一 声 +o| 直 ]--:1 
二 


= 一 悉 十 of 二 
而 


〖《 关 一 ec ) 生 


]nz。 一 疡 lnK] 十 an ) 一 [1 一 十 十 o| 吉 1 ]. 


由 于 indl 十 w) 收 各 *)， 故 ZInz。 收效 ,从 而 原 无 

穷 乘 积 收 起 

* ) 和 参看 2677 题 的 结果 ， 

3085. 芋 YI 下 感 二 In 

解 ” 记 
户 一 YIn(ta 十 2 一 nr ， 

由 要 求 ip 人 十 站 一 Inz 闻 0, 知 了 0 1) 当 二 =0 时 , 显 

然 各 项 均 为 零 ,无 穷 箭 积 收 伍 于 零 . 2? 当 zx0 时 ,出 
Inp, 一 一 In im 1 十 三 | 

4723 


可 知 , 当 " 产 二 [时 ,有 lnG 十 元 ) 安 1, 故 此 时 
inln| 1 十 三 过 0. 再 由 
1 1 
1 一 nm 一 十 
工 in| 1 十 三 | 


痊 


及 盖 二 发 散 知 > 二 二 :Inlnkl 十 三 ) 发 散 ,从 而 得 知 级 
数 y"inp. 发 散 , 因此 , 原 无 穷 科 积 发 散 . 
3086. 证 明 ,车 级 数 y\zz 收 敏 , 则 乘积 T[cosz. 收 伍 


证 ” 当 * 一 0 时 ,一 coszro 一 1 十 同和 其 中 心 一 一 壮 开 


十 of os0, 旧 由 于 级 数 
au 一 之 ， [一 至 +oca)] 


收敛 , 故 宋 积 呈 <osr. 收 敏 
3087. 证 明 , 若 级 教 2“ 绝对 收敛 , 则 开 积 ][te| 于 +<] 
| 和 | 到 和 | 收 语 . 


证 由 于 级 数 > <, 收 伍 , 故 lima, = 0. 此 时 有 有 


十 tgan 
ee 4 + 开放 
一 《1 十 证 o)KL 十 ta 十 ta 十) 
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一 1 十 2tga- 十 2tg'aos 十 … 
一 】 十 2a 十 oa )》， 


由 于 级 数 Can 十 ofz] 收 伍 ,而 且 组 数 


co +oc) 六 ?一 忆 + “ofo) 十 So (e.) 


了 2 直 


也 收敛。, 故 无 放 乘 各 

Tree 了 十 "|| [| 一 于 | 
收 敏 . 
x ) 由 于 2“ 绝对 收 化, 故 


2 lal， 
因而 yc 也 收 敏 . 又 当 王 充分 大 时 ,有 
| wx， "ft | 去 |as| 时 |esfgawsy》 | 捷 : | ae | ， 
故 >,a *o(as) 及 ioxfw) 均 收 伍 ， 
研究 下 列 无 夯 弱 积 的 绝对 收 误 性 和 条 件 收敛 性 ， 
3088，] [1 + 擂 二 一) 
解 由 于 级 数 二 一 近 二 一 条 件 收敛 , 且 级 数 


症 [和 旦 一 ]】 收 竹 , 故 原 无 穷 当 积 条 件 收 全 


3089. 开 [( + 二 关 一 ) 


弛 7 


3090. 


3091. 


解 由 于 级 数 ) 人 全 一 条 件 收 敛 , 且 级 数 


二 mm 且 


定 ( 和 此] - 忆 -二 发 散 , 故 原 无 穷 乘 积 发 散 ， 
《 一 了] 


3 


[1 十 


解 当 请 > 工时 ,由 于 级 数 二 于 中 一 绝对 收效 , 故 
条 于 玖 和 相信 
当 六 << 户 所 1 时 ， 由 于 级 数 2 一 入 一 1 条 件 收 北 


(Co =- 忆 忘 收 化, 故 原 无 穷 梁 积 条 伯 
收 和 . 

当 0<< 二 二 时 ,由 于 > 上 发散, 故 原 无 穷 乘积 
发 做 

当 户 二 0 时 ,由 于 全 芝 ” 不 趋 于 零 , 故 原 无 穷 委 
公 也 发 邮 
IT(+ -) 


解 ”由 于 级 数 盖 下 江 六 条件 收 敏 及 >) [7 发散")， 
故 原 无 穷 宋 积 发 散 ， 
* ) 当 ? 充分 大 时 ,显然 有 "= > Inzm, 故 并 二 盖 二 -由 


党 


中 ww 
3092. 上 十 (一 1 
和 解 ” 记 
2 
” ww 有 十 (一 D)”… 
则 有 
《一 7 
pn 一 TCD 
念 
失 一 人 n 力 六 十 ]m 疡 2 【下 一 1 2 
即 得 
1 1 
ti 一 1n7tl 一 LT 二 1 二 1 
V 2 十 1 一 2A 一 1 
-nl 一]>。 
由 于 
lim 
YY 合 +LDt ”下 十 [一 1 
[(- ww 2 十 1 一 Y2 一 1 ] Y 有 TT- " 生 -1 
《ww2 二 1)CY2 十 1 一 1) 
一 1， 
故 有 


到 上 一 


2 类 十 1 一 2 一 1  。 mnf0a1 一 


(vV 勤 二 DCY 二 1 一 1) 


{ ww LT] 一 中 


w38 十 1 一 Y3 关 一 1 ] v 可 和 -下 一 1 
(0 


芝 7 契 


一 


V 2 十 1 一 


fw 了 焉 十 1) ww 呈 干 ~ 天 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 ,- ,- ， rn :一 ，  - “ 一 


in 


【 晴 -CD 。 
由 此 可 知 >"w 发 散 , 从 而 > np, 发散. 因此 , 原 无 穷 和 
积 发 艇 ， 、 
3093， Tc， 
解 “ 记 六 一 -a*, 则 有 子 序列 
户 ae 一 【2 下) 二 一 2 一 cef 开 一 )， 


于 是 Pr10a 一 co), 从 而 原 无 穷 乘 积 发 巩 . 
3094. T[ Yo 


解 记 户 一 Vncr, 则 有 


lm 户 。 一 二 lnz (一 人 = 一 nn 


注意 到 级 数 之 (一 2 是 羔 布 尼 效 型 级 数 , 它 条 件 
收 敏 ， 因而 原 完 穷 薪 积 条 件 收藏 
3095. 人 + 一 2 一 


种 ” 记 
二 性 一 让 
_ 一 1 
名 一 1 十 一 人， 
则 有 
1 mtn 一 1 、 芭 一 Da 
1lnz.| 一 二 n[i+c 一 一] 到 


{ 当 一 oo)。 
因此 ,可 知之 ,|inz.| 发 散 . 若 令 = lnp。, 则 有 


芭 77 


一 -一 Ia 一 -一 = 一 一 一 一 一 


祥 引 一 一 nfl1+ 二 7 一 ]， 


【一 工 半 
za 一 In[1 十 一 汰 全 ] =1,2;,3 )， 
记 ak 一 zt 十 zk 可 得 


_ 生 一 工 
(一 D 一 一 1 
2 2 一 上 


《一 1) 
2&C2K 一 ]) 


( 开 一 1 23 


《一 1 
2 大 


十 


一 ln[1 十 
故 


二 im 1 一 必 ， 
二 人 -一 委 中 二 
az 一 mm[1 一 CD] oo 一 12,3，). 


于 是 ,级 数 >vas 收 敏 . 注意 到 四 一 0( ~ co) ,可 得 
收 伍 . 因此 , 原 无 穷 磁 积 条 件 收 化， 


ms 人 + 元- 衣 j- 青 ll+ 诅 
入- 人 - 
nli+- 开 j+mli-- 专 ]+nll-- 志 | 
+inl 1+ -二 | +inl| 1 一 方 )j+ol 方 | 
+ 1+- 生 | 十 … 


的 收 伍 性 问题 . 今 将 级 数 (1) 每 三 项 依次 加 括号 ,考虑 如 
此 形成 的 新 级 数 ， 
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一 In 


(va4D| _ |-: 
1 网 1 二 十 \ 门 十 
扩 w br 一 ] 


1 
+ 
=-ln[1+ 天 一 


庆 


1 十 


2(Cvz+DG- 击 +o| 言 |+I+ 二 +o| 皮 | -1 
类 天 8 | 天 
ve 一 1 


21 v 二 HH 2+ol 训 | 一 1 
va 165 一 1 


-nl0+- 一 -2 一 3 + 
w ww 一 1] ww16u 一 ] 


1 

一 站 | 1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

人 wW wb 一 1 16 一 1 十 4z) 
3 


] 
一 一 -一 上 二 0O| 去 
VTS 一 居 ] 


-nl + 


一 ]n [1 十 ]] 日 


=-_~ ~ :3 冯 让 一 时 
其 中 一 -+o| -| , 放 “一 站 县 当 王 充分 
大 时 ww <0. 
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ol 本 


Si 3 
由 于 之 | Yi 一 


发 散 ; 因 此 yx. - ylnkl + ww) 发散. 于 是 , 原 无 穷 乘 
积 发 散 ， 
3097.|1+ 去 | (1- 去 ] 1 1 十 束 ] [+ 二 | 二 
-| 十 京 ]… 
解 记 
9=1+ 二 ,= 人 1 一 去 | ,q=1+ 支 ， 


发 散 ,而 圳 收敛 , 故 < 


] 1 1 
qi=1+ 二 ,=| 1 一 二 | ,96 一 1 十 京 罗 
若 记 ds 一 1 十 ws 则 


1 2 1 1 ] 
人 


1) 当 ae>1 时 ,显然 
Sa | = 至 十 | 这 一 志 ] + 去 + 二 


骨 四 工 


5 一 


6 奈 电 师 
6 ”“ 


十 [ 京 - 本 | 十 训 7， (1) 


是 收 伍 的 , 故 > 绝对 收 侣 ， 


2) 广 意 当 no 时 ,不 可 能 有 
一， 


歼 > 发 散 . 
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一 


3) 今 讨论 0<a<1 时 的 情形 . 将 原 无 穷 乘 积 写 为 
[4 冯 - 划 全 - 刘 人 溃 人 + 
+ 冲 ja+ 庆 一 下 一 到 
.人 十 }…， 
记 
加 一 1 十 十 ; 户 一 1 一 志 , 包 一 1 一 六 ， 
一 1 十 十 , 记 一 1 十 十 ,和 一 1 一 机 ,加 一 1 一 款 ， 
思 一 1 十 十 ,加 一 1 十 去 ， 
允 记 
入 一 1 十 or (zx 一 1;2，3，…)， 
为 研究 乘积 IT 的 收 化 性 ,考虑 通 项 的 表达 式 , 下 


3 当 拓 一 4 十 1， 


9 _ 1 = 一 一 一 
世 一 CE 他 一 业 天 十 2 或 妖 一 旦 是 十 了 


为 考察 级 数 > 局 的 收 敏 性 ,可 独 级 数 


忆 ] 1 1 
2 干 驻 2 二 二 3 二 3 
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的 收 误 性 ,为 此 ,估算 通 项 ay 有 


“一 如 十 耳 宙 一 让 二 3 十 


-1 
(3 十 3 二 7 


| 1 
= 二 一 让 有 
1 1 
加 [ee 


亿 性 
”《 振 十 1 十 页 ?人 1 【入 十 2 十 记 )511 
如 (Ge- 寺 1] 
一 [全 二 1 十 8 于 呈 下 人， 
其 中 0< 六 天 1,0< 训 天 1,0<8<1. 显然 , 令 8 一 1 十 岂 一 
站 , 则 有 0<B<2, 且 8 十 风 一 页 ) 一 外 短 40,2), 因而 
加 etc 十 17 _ 2afax 十 1 
0 一 《 十 1 十 芒 355 ”DSS《3 十 1 


由 > [天 下 Ts 的 收 倒 性 知 Zya 收 伊 , 故 21e 收 
效 . 但 wy 变 号 ,还 需 看 级 数 > az?. 易 见 


站 


1 
z 二 防 汉 当 并 一 4 十 1， 
一 CS: 当 失 一 生 十 2 或 站 一 生 十 3， 


1 0 下 时 晶 昌 
z3 二 能)5: 当 关 一 知 十 4 一 0)1,2， 闻 ， 
无 论 嘱 种 情形 , 均 有 
一 一 一 
| 过 
因而 当 0<<e 雪 二 时 ,由 上 述 左 侧 不 等 式 ,从 级 数 


和 8 了 


0 


的 发 散 性 , 便 知 YYaz: 发 散 , 从 而 本 六 此 时 发 散 . 


因此 了 [9. 也 发 散 . 当 寺 < “< 1 时 ,由 上 述 不 等 式 右 便 
部 分 ,从 


便 知 Yaxz 此 时 收 伍 . 从 而 相应 地 TT ze. 也 收 敏 . 因此 ， 
开 。. 也 收 敏 . 但 直 (1) 式 知 ( 当 土 <“ 雪 1 时 ) 2 la| 


发 散 , 故 当 二 < < < 1 时 了 sg. 条件 收 伍 


3098. 证 明 ; 纵 使 级 数 
[ 记 + 下 + 一 让 儿 [ 误 + 引 + 方 )+- 
《12 
发 散 ,而 乘积 


(并 4 划一 交 用 + 让 + 直方 


《2 
收 鳃 . 
证 ” 设 原 级 数 (1) 的 通 项 为 v.， 则 
-_ 1 + 1 
1 
< 


( 直 一 1， 23 


1 
VE 


as 一 wo 十 a 一 二 1: 

显然 ， “ 发 散 , 故 原 级 数 (1) 即 补 v 必然 发 散 
当中 原 无 穷 乘积 (2) 所 对 应 的 级 才 
Yy\o, ~ yntl 十 zs)， 


二 上 让 用 me 了 


则 其 通 项 mw 一 0 一 居 )， 且 


1 1 
oo 一 InG+axo=nl 1+ -站 二 上 + 二 


ou 一 lnaGl 二 ua) 一 nl 1 一 《天 一 ] Zr) 


从 而 


丽 一 他 0 


= 到 1 十 一 上 


赤 十 1 


- 寺 二 + 二 ij + - 直 | 
-af 一 二 | 
因此 ,级 数 立 六 收敛 ,从 而 可 知 级 数 > 'v。 收 策 , 故 原 天 
乘 积 (2) 必 收 北 . 加 
3099. 证明; 詹 使 级 数 2Y< 和 2 二 者 发 散 ,而 乘积 J[ 1 二 
< 收 伍 , 其 中 ”一 | 
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, 若 半 一 2 站 一 1 ， 


习 w 一 v 大 
” 1 
-二 + 二 下 + 二 -让 , 着 "一 中 
证 着 虑 和 一 as 十 wa 则 有 
= 去 十 
位 十 Te 上 ， 2， 字 * 
由 于 而 半 发 散 , 便 知 正 项 级 数 


2 上 发 散 , 从 而 原 组 数 ya 发 艇 ， 
再 记 太一 a2 3 十 呈 ， 则 有 


1 1 工 2 3 2 1 
和 一 [ 间 十 [去 二 VE 十 丰 十 中 V 训 下 
2 2 3 2 1 
一 十 
将 ] 


sc 1 2 
由 级 数 ) 一 基 收 敏 ,而 级 数 ) 是 发 散 , 便 知 正 项 级 
数 2)6, 发 散 ,从 而 原 级 数 > 发 类 
再 考虑 原 无 穷 乘 积 ][(l 十 c) 所 对 应 的 级 数 
Yu, 其 中 通 项 


tn 一 1nfl1 十 az 一 1 2 3 
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6 一 他 21 十 2 一] 十 人 2- 十 1 十 es 


=i| 1 一 - 亏 | +in| 1 十 - 志 +E 了 十 -站 
= 一 去 二 去 | 1 一 天 | 】 
=n| 1 一 到 j. 


于 是 ,级 数 yc, 收 伊 .注意 到 w ~ 0(a -= co) ,从 而 级 数 


> 收 误 . 因此 , 原 无 穷 乘 积 T 《1 十 m) 收 误 ， 
3100. 设 加 
业 () 一 Y， 二 
( 黎 部 二 画 数 ) 而 A， 人 一 1,2,…) 是 素数 的 叙 列 . 


证 明 TI 一 胡 -5 
证 没 二 > |， 首先 ,有 
[一直 一 区 +TRFT :十 CT 二 


如 果 把 对 应 于 不 超过 自然 数 N 的 所 有 素数 的 有 限 个 这 
各 人数 相 条 起 来 , 则 部 分 条 积 就 等于 
Th =- 去 | 一 1 十 车 十 二 十 ， 


站 


其 中 arms 是 整数 ， 它 不 包 言 超过 N 的 家 因子， 显然 
1 2 这 种 整数 全 被 包含 在 下 1 理子” * 之 中 . 因此 


[5 -- 开 aa =- 二 )-: 
站 安 具 疡 n 
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t 1 
S 科 (NT 十 一 0 一 oo)， 


取 棚 限 即 得 
IT 1 -- 闫 国 一 5z)(zm> 1 


3101. 证 明 :乘积 


Il 一 z 


< 
2 冯 
[其 中 刀 (z 一 1,2,…) 是 素数 的 叙 列 ] 发 散 ( 尤 近 ). 
证 与 3100 题 的 处 理 方法 类 做, 考虑 部 分 滋 积 , 易 见 也 


由 于 当 灵 一 十 co 时 ,> 二 发 散 , 故 T[ (1 一 二) 发. 
由 上 述 可 知 , [| 1 一 六 发散 于 夫 又 由 于 六 > 


0 它 始 终 不 变 号 , 故 级 数 
二 和 | 
研 { 加 
发 散 ， 
3102. 设 an0 《#i 一 2) 胆 
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则 如 夭 0, 且 和 为 一 有 限 正 数 ,再 研究 部 分 乘积 


呈 N 一 al | ] .. 
一 方面 , 忆 一 2 开 阅 0 当真 一 c 时 )+ 另 一 方面 ,由 于 


-osTI[ 十 二 | ， 
注意 ln| 1 十 二 | = 十 十 B., 其 中 及 一 O| 二 | , 故 当 玉 充 
分 大 时 ,有 ， 
in LIla+A| = Zim| : 十 误 j 
一 2 忌 | 二 十 p. 
=2fnw+c+ol 址 + 之 .] 
一 [mnv+C+B+Ol 二 | ] 
= [lnN+Coo| 壤 j ]， 
其 中 忆 为 Euler 常数 , 袜 人 0 2 一 号 是 一 常 救 ,而 
2 -六 +ol 六 二 = 了 +O| 方 ,C, 一 C 二 
刁 是 一 常数 . 于 是 
IT 1 十 回 “ epPCInY 十 Co-O 册 习 


一 上司 六， 


其 中 
Go 一 eofto 和 一 一 eroe>0CN 一 十 co)- 
这 样 一 来 ,就 有 
0<ai 如 -JimPu 一 lmcovsnTT| 1 十 二 | 多 

一 lim [av+Voen] 轿 

-im (avrNm “jimCx 

一 er op 。 imn (ar+ey 
上 述 式 子 中 的 各 个 极限 运算 是 允许 的 ,因为 Pw 及 Gu 
的 极限 存在 , 且 Gw 的 极限 不 为 零 , 故 wwvrxe 一 全 的 极 
限 存在 .因此 ,就 有 


码 1 克 6 


lim (ax 一 2 ( 非 零 第 数 小 

这 表明 axsi: 与 六 为 同 级 无 穷 小 量 ， 或 者 说 ,an 与 
1 | 

TRC1y 为 同 级 无 穷 小 量 , 但 (Ni177 与 ji7 同 级, 故 最 


后 得 :ax 与 闵 是 同 级 无 穷 小 量 ,也 即 当 N 充分 大 时 ， 
有 


『 
cn 一 人 | 记 业 
3103. 利用 素 里 斯 公式 证 明 
1。3。5…(2pz 一 1) 1 
2 4。6…(28) Rn 
证 瓦 里 斯 公式 为 


委 9 


223?11 人 一 开 
即 Tim[7aa 二 TD 于 TI 一 了 ， 


《27 一 1211 人 1 2 
或 《27rz7T1 ] 邢 (2 十 1 
上 式 两 端 开 方 , 即 得 

1.3-.5(2nr 一 1) 1 


卫生 2 AT 
3104. 证 明 ,表示 式 
盏 ee” 


习 ” 一 
站 =- 二 


当 * 一 cc 时 有 异 于 零 的 极限 4. 
由 此 推出 斯 特 林 烙 会 式 
#| 一 nr+ 二 ef1 十 e)， 

其 中 lime, 一 人 和 4 一 v 2x， 

证 ” 接 题 设 我 们 可 得 

] n 十 二 

1 


你 mw 十 ] 它 
下 证 不 等 式 ， 

二 1 二 二 | “<ermmarp， 《1) 
证 明了 这 一 点 有 可 知 主 汪 十 上 <a 从 而 {a.) 为 递减 数列 生 
事实 上 ,在 等 式 


ln 1 一 2xz(1 十 二 十 王 到 十 … 


中 令 z 一 元 上, 即 得 


闪 十 1 2 
im # 22 十] 


Cl 十 十 


TREE 证 十 


SC 


C++ 二 Int 十 二 ) 一 1 十 TH 十 。 


上 上 趟 右 端 显然 大 于 1 但 小 于 
二 二 [72HiF 吉 +] -1 二 DT 
因此 ,我 们 有 
1<| "二 去 | ml 1+ ] <+ 志 中 
由 此 , 取 指 数 ( 底 为 ey, 即 得 (1) 式 : 
| 1 二 era 


由 上 述 趟 等 式 , 即 可 推 知 : 
倍 < < 《天 一 立 ， 7) 


1 
正二 5 二 1 


及 ae 二 <e ie 未 cfHFT， 

由 此 可 见 ,数列 {a。} 为 单调 递减 且 有 下 界 的 数列 ,因此 

它 有 有 限 极限 4; 而 数列 {ese- 本 } 单 调 递增 且 有 上 界 ， 

ae 一 击 <au<ceaiy 故 也 有 极限 . 由于 e- 市 一 1(r 一 co)， 

故 这 两 个 数列 有 则 一 极限 4. 由 于 对 任何 的 na, 不 等 式 
ae- 计 <4<an 

成 立 , 帮 在 0 与 1 之 间 存 在 这 样 的 9, 司 得 


和 
4 一 are- 永吉 oa 一 4e 么 ， 


因此 ， 

芋 : < 一 4e 兰 ， 

JP 十 讨 
即 af 一 4oer+te-e 忘 〈6 一 5 ,0<8<1)， 
或 


3 一 zar+ 呈 ef1 十 名 
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31 史 . 
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其 中 jime 一 0 
现在 我 们 来 确定 党 数 4 将 页 里 斯 公式 


一 lim 了 2 扫 了 | 
m5 《 呈 汪 一 工 7 


祖 如 变形 并 将 af 的 表达 式 代 人 ，, 即 得 
袍 1 1 人 CC28711 2 1 
一 2 下 Ti 221 | 
-im 1 1 2 人 | 
2m 十 1 芭 立 说 7] 
1 六 2 及 2 2m+12 一 2c 吉 2 
一 lim 双 十 1 4 。 信 2n 十 到 加 2 十 二 一 2ne 笑 
本 昌 
一 mn 4: 和 到 et 一 分， 
由 此 得 4: 一 2r 或 4 一 v2zr(4>0). 
了 是 ,最 后 证 得 听 特 林 入 人 元 为 


nl 一 VE 半 ] * 志 (0<p<D 


用 上 式 可 估计 很 天 的 = 时 阶 条 ai 的 值 . 
慑 据 尤 拉 的 定义 要 玛 画 数 xz) 由 下 面 的 公式 来 确定 ， 


蔡 1 庆 于 
FMz) 一 imztzTDCz 二 7 厅 


由 这 个 公式 出 发 :(a) 表 画 数 情 (z) 为 无 穷 乘 积 的 形状 ; 
《6 证 明 疡 (zy 对 于 不 为 负 整 数 的 一 切实 数 > 告 有 塌 
义 5f(a) 推 出 于 面 这 个 性 质 

开征 1 一 字 古 人 了 
《ry 对 于 正 柬 数 求 了 (之 值 
和 解 (〈a)? 由 于 


证】 广 - _ 
区 [ 十 1 和 (十 有 工 


情 (zr) 一 二 本 一 人 . 
1 十 寺 
《6 由 上 而 卫 (z)? 写 成 无 穷 乘积 的 过 程 ,得 知 zx 天 一 
开 《 一 0 1 2 冯 当 业 为 非 负 整数 时 大)? 才 允许 写 
成 上 述 形式 ， 另 一 方面 ,由 于 


(1 十 工 )= 


本 


大 .一 1 加 一 1 十 《一 1 2 


而 = 三 全 二 卫 十 O( 点 ) , 玖 级 数 >)a, 绝对 收 全 ,从 而 
无 穷 乘 积 


绝对 收 黎 , 也 即 了 (z) 对 于 z 天 一 na 一 0,1,2) 的 一 
切实 数 xz 皆 有 意义， 

《e) 由 于 
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1 开 1 7 二 1 


荆 《十 1)》 nr ( 十 1) (zz 十 内 十 1 
了 1 担 】 天 
+~c 亦 《 宇 十 17…《 工 十 ##》 
如 1 az+1 
一 Jim 全 十 1 Cr 十 3 十 1) 
me 天 和 拉 


二 ( 袜 十 13 (5 工 十 加 )》 


一 zzTI=z， 
故 Ttz 十 1 一 了 PC)， 
(r) 令 一 2 一 1, 即 得 
了 《于 一 《1 一 1 和 ( 关 一 1 一 (人 一 17(z 一 27 人 一 2 
一 一 《 姑 一 1)1 ， 
3106. 设 函 数 Frz) 在 闭 区 间 [a, 约 上 可 以 积分 及 


8 一 “一 2 六 一 Fe 十 大)G 二 12，so， 


证 明 lim 工 [Ga 十 3.A) = erceoa. 
一 1 


证 令 一 1 十 心 . 廊 - ,出 


了 上 


In 一 >vlncl 十 上 大) 
一 人 IC 十 DC23) 
二 


一 症 Pa 十 o| 二 | ， 
于 是 ， 
fmlny 一 下 mm | 7 十 o| 加 ] 
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一 | ， 了 (Jr， 
即 
im 一 1m TT1G 十 个 六) 一 epreodz， 
前- me 


证 毕 ， 
/ETec 十 


3107*，. 证明 ， 
1i nm 一 二 一 一 一 二 ， 


人 工 号 Ca 十 三 ) 


上 十 心 


其 中 az 盖 0 和 如 > 0， 
证 记 上 # = 过, 则 * > 0, 有 


“一 
/ 王 c+ 十 动 ) Ye 1 Ta 十 ) 
mm 了 四 


国 。 一 一 1 


1 所 之 (1 十 动 ) 
了 四 :一 

ia 十 

1 二 之,Gl 十 


注意 , 当 = 充分 天 时 ,可 算得 
SG1 二 光一 ae 


『 mm 心 


一 一 - 一 一 二， 
一 基 填 7 ] 7) 于 十 口 (z). 


SO7 


《98 


记 人 一 jj 这 a + 


ina@ 一 二 mdl 十 下) 
_ 也 二 二 (1 十 zt 


1 十 
二 之 indl 十 了 呈 )》 十 一 上 ni 十 蕊 


一 ln(Cl 十 zat) 十 到 2 本 


其 中 

二 人 
么 一 nm 
1)， 


故 得 
totaltaSa ia 


= ]ntop) +0| 们 一 荆 袜 辫 寺 | 把 )} 


= bo 二 0 二 | 一 


下 
We 
[| 
用 
PP 


Ts1 

= nen+g| 二 | -二 袜 寺 
[一 
1 


1 如 1 1 
= mo +o| 二 | DTMHDT 


184+1 十 0 ] 


Bf 。 .OCTLinn) 


9 Q _e 
2 十 O(D) 了 二 OCD 
_ 2 ， (人 mn) 
“ 1+O| 去 ] 
最 后 得 
， 必 。 CEIan 宵 
lm ,一 一 。hm 一 一 。 
mc 所 一 ”1+o| 二 | 已 
证 毕 . 
<* ) 原 题 有 误 . 诬 改 为 由 叙 列 44 十 十; 的 几何 平均 
与 算术 平均 之 比 的 极限 ,分 母 应 为 


中 一 】 


而 不 是 之 ;Ca 十 大 ). 
3108. 设 六 5zta 一 1 2 在 区 间 (a 5) 内 为 连续 函数 上 且 
[六 ce)ESe Cs 一 1,2，), 其 中 级 数 y\c 收敛 


责 2 下 


证 硼 ,函数 
Fr 一 ct+ 六 Cr) 
在 区 间 (a,5 上 是 连续 的 . 


证 1? 首先 证 明 上 述 乘 积 对 任何 zx E (ao) 是 收 伊 
的 . 注意 级 数 >yc 收 和 化, 故 避 一 0( 当 一 ce 时 ), 因 而 


7 一 和 学- 一 co 时 ), 故 存在 正 整 数 阁 o, 当 于 阅 
记 人 人 


时 ,有 | 六 (Cz)| 雪人 ,此 处 六 可 事先 取 上 0,1) 内 的 任 一 实 
数 . 现在 只 要 研究 逆 积 Tc1 十 广 (z) 的 收敛 性 即 
可 ,或 改写 


开 [1 十 六 (z)] 一 ITG+mco， (1) 
1 十 1 

其 中 

孚 引信 一 了 ww AAS) 《天 一 ], 立 )。 
如 能 证 明 

Cr) 一 [1 十 Bi(Z) (2) 
是 收 伍 的 ， 以 及 下 面 再 下 Ctrl 是 连续 的 ,那么 

RCz) 一 CCr) Iia 十 六 (z) (3) 


当然 是 收 化 的 而 且 是 连续 的 . 今 研 究 人 2) 式 , 其 中 
gz 一 人 ,因而 1 十 gr 0 一 12 0 现在 


考察 折 积 对 应 的 另 一 级 数 Yeg,(z) :显然 , 由 |gs(z)| 


三 (w+x 而 SCw 收 误 , 便 知 缓 数 yc) 绝对 必 


敏 
因而 原 滋 积 (2)( 绝 对 ) 收敛 

2) 再 证 CCz) 的 连续 性 . 注意 当 工 世 (ap) 时 
Cdtzy rn: 极 可 考虑 它 的 对 数 困 教 地 zl) 一 lnctdzr). 荷 
能 证 得 工 (z) 为 (ae 上 的 连续 困 数 , 则 就 可 得 知 女 () 
也 在 ke ,5 上 连续 .由 于 


心 昌 了 


3109. 
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YIxz) 一 Ineczr)y 一 In 几 [il 十 号 of 
由 一 了 


一 > ,lnr] 十 芝 v()]] 
以 下 [全 sz) | 祥 蕊 HesfN ts 一 间作 放 一 co)), 再 注意 到 
1i am 十 区 = 1, 即 知 : 当 : 充分 大 时 人 >> NI) ,对 


刘 一 盖 必 


一 切 工 E (ai65) 攻 有 
IInrl 十 和 oz)| 所 21g8.(Cz)| < 2Cw 


根据 YYC,,w 的 收 敏 性 知 ,zy 为 一 在 区 间 (a, 罗 上 


一 致 收 误 的 连续 函数 项 级 数 之 和 . 因而 亏 Cz)y 在 (ea 
上 为 一 连续 函数 . 从 而 GCz) 在 (a, 纺 上 过 续 . 因此 ,最 
后 得 知 了 (z) 在 (at 内 是 一 连续 函 教 . 证 毕 . 
求 函 数 


Frz)y 一 [cl 十 天 ce) 


的 导 范 数 之 表达 式 ,' (z) 存在 的 充分 条 件 为 何 ? 

解 首先 假定 1 十 乒 人 zy) 天 0 (< 性 和 殷 五 姑 一 1 2， 
.ee] 

如 果 在 区 间 (a,5) 内 的 任意 一 点 上 , 均 有 {FCz)} 绝 
对 收 伍 ,也 即 


| Pt(z)| < 十 co E (et))， (1) 
绊 王 二 


那么 ,显然 无 穷 乘 积 人 cl + 广 (z)3 在 (a 纺 内 (绝对 ) 
收 敏 目 F(z) 天 0. 考虑 函数 


一 


fr 一]nlPezr7| 《27) 
为 研究 取 FIz) 的 导 范 数 的 计算 式 , 先 对 (2) 作 形 式 求 
导 , 有 

G' rz) = 和 全 或 PCz) 一 PFCz)G'Cz)、 (3) 
今 再 研究 Cr), 即 研究 形式 导数 

G' zy = (ln| ITca 十 上 (za 


j 
={ yiali 二 Acz? 有 )， 


一 >,(lnll 十 扰 (z)17 


加 并 ) 
加 之 ， 1 十 CCZ) (4 


为 司 (4) 式 的 一 切 运 算 有 意义 ,我 们 可 给 出 如 下 充分 条 
件 : 广 (xz 可 时 , 旦 
172 < 委 cn， y' < 十 co (rz Eap))， 《57) 


下 面 我 们 证 明 ,在 条 件 (1》、(5) 之 下 ,FEKz) 在 (ab 内 
可 导 , 且 
Cr) 


下 (全 = Fr y， T 于 产 re， 攻 丰 》 
只 要 证 妆 56) 式 对 ke) 中 任 一 点 zo 成 立 . 设 z 和 ta， 
5 已 取 定 . 取 a5 使 <a<zt< 扫 而 去 玫 首先 证 明 
级 数 


人 ，| 7FCz)| 《7) 


50d 


在 (o 区 ) 上 一 致 收 伍 , 注 意 到 > 17.(zo)| 的 收 敏 性 ， 
为 此 又 只 要 证 明 级 数 
> zz) 一 疡 (xzo)1 《8) 


址 mm ] 


在 (ai ' 锯 ) 上 一 致 收 癌 .但 根据 (5)? 式 , 有 : 当 二 和 (at， 
王 》 时， 
| 疡 (z)》 一 (zy 一 | CS 一 工 0 
< (一 GDes (# 一 1,2) 3 )，《9] 


其 中 心 笃 包 反 xz 由 yc 的 收 化 性 ,根据 外 氏 判 别 法 


知 级 数 (8) ,其 而 级 数 (7) ,在 (al) 上 一 致 收 租 .于 
是 , 必 有 正 整 数 六 存在 , 司 当 #>> N 时 ,对 一 切 工 拓 
《ait)， 恒 同时 广 足 下 面 两 个 不 等 式 ; 
| 瑚 (np << 六 ， (10) 
|inrl 十 六 kz) < 妇 2| CCz)j， 《11》 
由 (10) 式 与 55)7 式 又 知 : 当 于 全 人 时 ,对 一 切 荆 皇 《ai， 
刀 )， 有 


拓 (rr) 
1 十 六 (zy》 


根据 (11) 式 与 (12) 式 , 注 意 到 级 数 (7)? 在 (aa ,各 ) 的 一 
致 收敛 性 知 , > in11 十 帮 (z)| 与 2 [大 区 2 都 在 


[ze 上空 


《oa75) 上 一 致 收 训 . 从 而 知 (47 式 中 的 逐 项 求 导 救 是 . 


人 允许 的 , 即 CCz) 在 (al 加) 上 可 导 , 且 (4) 式 成 立 . 由 
《2) 式 知 


[ 开 (Cz) | 一 ec， 《13) 
由 《9) 式 得 : 当 a < 二 六 时， 
1 zs 一 ace 十 1 Crzo)l 
一 攻 (= 1.2,3，v)， 


而 > 收 伊 , 故 根据 3108 题 的 结果 知 素 人 (z)7 在 人 en) 


用 耿直 


上 连续 . 但 前 面 已 述 Rzry 和 关 0, 故 在 (oa )) 上 或 是 
(xz) 恒 大 于 零 , 这 时 (13) 式 为 


五 【 克 ) 一 ec 三 < 村 < 凸 | 》 5 各 于 于 
或 是 下 (xz)》 恒 小 于 零 ,这 时 13) 式 为 
下 (一 一 名 fa < 工 < 殷 有) 《157 


在 (14) 式 成 立 的 情形 ,由 Crz) 在 (ea 页) 上 可 导 可 知 
F(Cz) 在 (al 名) 上 可 导 , 且 [注意 到 (4) 式 3 

下 《TD 一 ece Crfz)y 一 PF(z) 之， 有 和 
在 (15)》 式 成 立 的 情形 下 ,由 CCz) 在 (ai 二) 上 可 导 可 
知 Fz) 在 (ai 如》 上 可 导 , 且 [注意 到 (4) 式 ] 

羽 "FE 一 一 上 DC 一 ECz)2， 站 呈 
在 (et 上 56) 式 必 成 立 . 特别 在 点 ro 上 成立. 

意 之 ,在 条 件 41) 和 和 条件 (5) 之 下 ,再 假定 1 十 
户 (z 天 0 < 七 必 关 一 12 3 ) 即 可 推出 在 (ec， 
5) 上 王 ' 《rz) 存在 且 会 式 (6) 成 立 - 


3110. 证明; 着 0 过 工 志 》 划 
jim 区 荆 十 1 十 2 一 0 
ee 十] 十) 
证 记 
505 


户 。 一 y 十 交合 一 1.2,3……)。 
显然 ,0 一刀 扫 1. 由 题 意 ,现在 要 证 无 穷 乘 积 


于 T[m。 


划 m 了 


发 散 到 零 . 因为 部 分 乘积 了 A， 是 正 的 递减 的 , 故 只 要 


证 明 它 是 发 散 的 就 行 了 . 为 此 先 估计 一 下 记 一 1 十 必 ， 
则 有 
1 才 王 
“0 “一 1- 人 1+ 三 || + 衬 | 一 
一 站 Gz+o( 划 ] 
一 0 于 +ol 二 一: 
= 一 “+o| 记 |， 


故 当 "适当 大 时 ,c, 保持 定 导 . 但 由 六 点 收 敏 ,而 > 


二 于 发散, 便 知 > \c. 发 散 . 因此 , 原 无 穷 乘 积 发 散 ， 
即 它 党 著 到 堆 . 于 是 ,有 


区 《 语 二 于] 下 十 2 | 让 中 帮 
(7 十 1) 7 十 2 im 于 工 于 二 
-工作 ， 
> 开 写 一 
证 毕 . 


5o06 


$ 10. 斯 特 林 格 公式 


斯 特 林 格 公式 


al 一 VE (0<0.<1)， 
可 用 来 计算 当 值 s 甚大 时 的 m! . 
利用 斯 特 林 格 公式 , 近 他 地 计算 : 
3111. itg1004 ， 
解 lgl00! 一 lg(Lw2r。i06 。100I% 。e- 人 


去 《geg2 十 lgr 十 了 100) 十 100lg100 一 1001ge 十 一 -lg 


相 | 


本 


一 去 40. 3010 十 0. 4971 十 2 十 200 一 100，0. 4343 


tv 


十 0.0004 
一 157. 9898691 十 0. 0004D， 
其 中 0< 一 1. 
3112+.、1。3 。5.1999。 
罗 0 2000! 
解 1。3 :5…1999 Ze 。 1000] 


一 YOU 2000 。，20002 0 ee 下 
21000 。 w28 1000，。10001pe 。e 一 100 。2 斌 
一 7. 09 。102z86 。ei55 


一 2866 。 
一 7.09，10 1+15565|， 
其 中 | 上 |<150< 有 <1,0< 刀 <1). 


1 。 3，。，5…99 
3113 2。4。，6-…100- 
507 


一 ”一 一 一 -一 一 一 一 一 -… 


3114， 


解 1*，3"5…99 -1991 
2 f10O0 29085 人 1 
we2mew100 11000100 的。 已 


让 
2100 ww 11000500 se 一 0 PP 向 


一 0.0798e 二 二 0 0798| 1 十 功 ， 


其 中 101<10 居 让 一 1.0< 刀 <1). 
大 400， 


中 > 


Is 


解 co 1001 


3115. 


3116. 
508 


40 上 .601 
星 
AwEOOT -100i00 -et 一 I00 -ec 曙 


一 ”人 
V2g 40。V2r，60。609，4040 。e 00 。e 硝 + 


一 10z8 。1. 378e 融 


如 
-1 门 2 -一 一 
二 10 1. 378| 1 二 55| ， 
其 中 18|<1(00<9 < 1 0<2<1,0<2 一 1)， 
1001 
20 上 。301 *500 
站 站 了 
解 20D1 30DI ”501 


由 
V28w 00 。10000 eg 一 109 。 9 而 


VIA520 30。60 ，2020 ，3020。 亲 50 。e 一 100 。e5 疝 + 


一 104 - 4. 792c 高 
8 
- 4 
二 104z 。4. 793 1 十 1 押 | ， 


的 


人 


了 


3 十 


殉 


其 中 18|<100<0 < ,0<0<1 ,0< 玉 < 一 1,0<B8 <T). 


| ， 《1 一 2 50 


其 中 161<100<8 <1;0 玫 01)， 
3118. 对 于 雪 积 
(28 一 1711 一 1。3。5(22 一 1) 


推出 渐 近 么 式 ， 。 
V 2 ， 3 ，(2p2)2 ea 
解 (2 一 1 = 关 一 一 一 一 一 


2 
一 了 (2m)*e-e+ 训 ， 
其 中 19|1<100< 轴 < 1 0<0<1). 
3119. 若 m 甚大 ,近似 地 计算 C2， 
解 cs 28(22 一 1)(21 一 如 十 1])》 《2zz) 了 


三 


好 1 《1 
恰 
WEH ee 31 (21) 加 。e ee 了 


外 
ZW， Bo 
22 了 
We 
其 中 181<1(00< 和 <10< 册 一 1)， 


3120， 利用 斯 特 林 格 公式 求 下 列 极限 : 


(ajlim ww (6jlim- 研 
名 1 拓 上 1 mAR 0 
(eJlim Climal 


弃 
1 
解 Ca)limwn 1 一 Him[e3mm 。 玉 认 。e- 二 要] z] 


时 手 
同一 由- 记 瑟 得 一 ] Le 
天 | 


。 到 
一 赴 m 一 天 -一 一 一 艺 一 e， 
着 一 中 辽 殉 但 生 要 12 


5 了 0 


《ay 利 用 3118 题 的 结果 即 得 
持 


2 一 1 el。 ee 


Co 


| 旬 


1 上 

inni 到 U82 十 Ja 十 加 科 ) 十 坷 na 一 如 二 了 2 

(miiminal-iin2 一 112 
ae 寻 同一 总 认可 


一 ]. 


8$ 11， 用 多 项 式 下 近 连续 函数 


1 拉 格 名 日 揪 入 公式 拉 略 六 日 多项式 


碳 有 


0 
一 之 〖 隐 | 一 亚 9 es 症 一 江上 志江 | 一 种 i 二 | se (zi 一 了 


具有 性 成 古人 一 人 下 3 于 了 。 


轴 什 坦 多 项 式 

杞 Ca) 一 忆 凡 二 cea 一 ar 
当 = 一 oo 时 在 闭 区 间 50,13 上 一 致 临 敏 于 枯 数 扩 )， 
3121. 作出 经 过 下 列 数 组 


”|s| -| 
的 最 低 的 = 阶 光 项 式 PCz). 
瑟 民 一] 六) CC 


近似 地 筹 于 什么 ? 
571 


了 122， 


2 


寻 0 一 一 2 一 Dr 一 4 一 日 
0 一 殷 41 一 工 + ye 一 一 站 "93 一 上 
《一 工 D( 工 一 工 ?) 《一 下 3 
sz 一 《0 一 证 | ] 【re 一 工 ? (ro 一 交 739 
f 一 0 《 工 一 全 2 《全 一 了 3 
(一世 一 zTCD 一 3 
《区 -一 开 0 攻 全 一 工区 基 一 六 了》 
(一 了 一 DCzs 一 了 7 
十 《全 一 开 0 之 一 并 一 六 2 
[一 mr 一 TO 一 Ze)73 


俯 《ri 扩 ) (1 一 让 ， | ,2,3) 代 入 上 和 式 , 化 简 即 得 


十 


十 


P:(z) 一 1 一 器 z 一 十 也 十 感 二 

P;( 一 D) 一 1 十 蝇 一 也 一 态 盖 3 43， 
Pi(D 一 1 一 中 一 证 十 芒 主 一 二 59， 
P:(6) 一 1 一 了 一雄 十 卫 二 8. 43. 


写 出 经 过 三 点 :4fKzo 一 下 -179 吾 (ros3yoyyCCze 十 下 9] 
的 抛物 线 方程 

3 一 G4 十 瑟 F 十 
和 解 ”将 三 点 的 坐标 代 人 拉 格 妆 日 搬入 公式 , 即 得 

加 【和 一 工 站 们 一 To 一 大 放 

7 一 二 (两 二 则 一 ECzo 一 向 一 Cr 十 委 了 村 

十 《并 一 2 十 丰 多 并 一 工 o 一 上 

[zy 一 (Czo 一 向 ][Czo 一 (xzo 十 加)]”。 
《二 一 并 十 页 开 -一 9) 
十 二 疝 干 肌 二 人 一 有] 十 疝 一 马术 


一 3 十 志 天 二 (rz 一 z 十 芭 一 2 


生 《二 一 字 站 2 
3123. 利用 数值 -0 一 3 yo 一 1 ， 1 一 ， 宙 1 一 后 ;zaz 一 100， ws 一 
10, 推 出 开平 方 根 :y= (所 zx 雪 100) 的 近似 公 趟 ， 


解 = Y z 的 近似 公式 可 由 拉 格 朗 日 插入 公式 求 出 
(一 252(0r 一 100) 1 十 让 一 1)Cz 一 100) _ 


?一 24) (一 099 24 《一 7 “5 
(xz 一 1yCz 一 25) 
十 往日 了 5 10 
一 虽 808 二 0. 193 工 一口 00101r2 。 
例如 ， 


一 4y 二 1 564( 应 为 2) 
z 一 9,3 王 2. 463( 应 为 3)， 
工 一 16,3y3. 637( 应 为 4) 
Z 一 36,y 一 6. 447( 应 为 人) ; 
由 此 在 来 ,误差 示 较 大 ， 
d4124. 利用 数值 
sin0" 一 0， sin30* 一 六 ， sin90* 一 1， 
推出 如 下 的 近 侯 公式 
sinzr*R=aL 十 Brag0ms907. 
利用 这 个 公式 ,近似 地 求 ， 
sin20*， sind40*， sinm80?， 
解 将 = 一 30,sin30" 一 二 1z=90,sin90* 一 1 代入 近 仆 
公式 
sinroxzear 十 Exz2 ， 


即 得 联 立方 程 组 


5 了 3 


| oo 
90z 十 7290005 一 ]. 
解 之 ,得 
2 一 -5 一 一 | .1 
288 2884 150 
因此 ， 
亚 
sinzm285 人 一 | 喜 | ]. 
由 此 近似 会 式 ,可 得 
sin20"=z0. 341sin?"40==0D. 645ysing0=0D.D9d， 
这 与 查 表 所 得 的 
sin20? 一 0. 3420，sin40? 一 0. 6428，sin80" 一 0. 9848 近 
似 . 


3125. 取 数 值 mx 一 0, 士 去 , 士 1 作 拉 格 朗 日 多 项 式 的 插值 点 ， 
对 函 数 六 2 一 1z| 作 出 在 闲 区 间 [ 一 1,1] 上 的 拉 格 遇 


日 揪 入 多项式 . 
解 以 地 一 0, 士 却 , 土 1,y 一 0, 六 ,1 代入 拉 格 朗 日 揪 
入 式 , 即 得 
工 | 子 一 二 | (2 一直) 1 
瑟 (z 一 “六 


z| 十 二 | Ce 一 1) ) 

十 。 寺 
SEE 
过 人 


吾 了 和 


交 《 全 一) 2 一 革 


一 气 (7 一 4z2) { xz|< 妇 1)。 


此 即 所 求 的 多 项 式 ， 
3126. 以 控 格 毅 日 多 项 式 代 换 函 数 ?xz), 近 似 地 计算 


| DCz)dx， 


= |olesl1i|15j: 
3 站 四 时 四 
《一 站. 5) 一 1 一 1.5)7 一 2) 
解 yz 二 (一 0 5( 一 TS (一 
了 YX 一 1 二 一 1.57)( 王 一) ， 
心 .5 工 一 个 5 一 1 【一 .57 
灾 (Z 一 0 5)(r 一 1.5)(7 一 2 3 
1 0.5( 一 0.57s《 一 1) 
zz 一 0.5)Cz 一 D)(z 一 2 。。5 
1.5e。1*0.5。 (一 站 5) ” 
十 开 (z 一 0 5 一 1)Cx 一 1.57 
2e1.5e1 总 ,5 
一 (起 坟 一 旦 关上 十 2 一 生 5 十 5) 
十 5 一 12zr 十 54z2 一 978z 十 36 基 7) 十 【12 


总 了 


其 中 


4 5 


十 十 二 


5 


加 一 -一 


一 482 十 57 忆 一 182) 十 《一 zi 十 咏 了 


一 他 =: 十 瑟 z) 十 (天 一 10z 2 8 2 
一 全 5 区) 
一 号 2 一 6z 十 和 xz 十 5 
于 是 ， 
| ,yczyaz=| ,CS 一 6rz 十 卫 z 十 5)dz 
一 ( 妆 字 一 2z 十 羡 z 一些 一 7 坊 . 


3127- 对 于 妆 数 人 ， 试 在 闭 区 间 [o.1] 上 作出 自居 什 坦 
千 项 式 吾 ,(z). 


解 ”对 于 画 数 六 z) 一 zx 其 白 恩 什 坦 多 项 式 召 .(Cz) 为 
BCz) 一 y， 二 Cexed1 一 )r 


昌 到 由 


中 一] 
一 工 人 CCL 一 区 ) 4 


一 zz 十 (1 一 rn- 一 rr， 
对 于 男 数 jx) 一 一 42 其 刀 恩 什 坦 密 项 式 为 


至 (Cr 一 Y: 乞 Ctzetl 一 开 )94 


三 亚 恬 
立 
= 六 Cir(l re 十 于 czr2dl rn 


， 3 
十 号 Cizs(1 一 2 


十 ，… -十 包 二 2 7 -Ca ] 1 一 z 十 机 Cxzr 


2 


一 二 zz 人 (1 一 并 1 十 全 zzK1 一 了 


了 疗 


| .一 2) (一 一 开 9- 


十 六 
和 
as eaoaa 一 工 ) 十 二 CC- 十 和 -1 


西 -一 委 


一) 十 三 (CI 十 CD CT 一) 
刑 一] -一 了 nm 一】 一 1 
十 十 一 《CR 二 CT 《1 一 并 7 
一 [三 CoizG 一 2 十 二 C3- 1 


(1 一 z) 一 :十 …… 十 一 一 lc:-iz-Ct- 一 z)] 


二 0 一 二 一 4 一 (1 一 ) 
本 开 关 


司 一 

-SIC_em 一 
是 查 必 

2 一 1 -xn) 一 了 十 开 上 于 一 殖 ， 
基 列 


三 一 - 一 一 
对 于 函数 /xz) 一 悦 , 其 日 恩 什 坦 多 项 式 为 
BC 局 大 Cos 一 2 


二 吓 心 


1 2 
一 Ce xz 一 zy: 十 二 CC 一 


加 
十 … 十 普 一 CC1 一 ) 十 2 


一 蕊 (CS 十 Ci-DzG 一 ) :十 
CC Ce DR 一 2 二 人 


十 包 二 CiCDe GT 一 一 和 十 大 


5J7 


] 2 
一 [是 Ci-iz(1 一 2 十 生 C3iz2(1 一 2 


一 Cr 


十 汪 + 十 一 一 一 一 全 ”二 1 1 = 攻 ] 一 z) ] 


一 Y， 与 Ctmdl 一 和 -一 《 开 一 1 尖 一 2 ;r] 一 和 


此 四 必 


， | 


十 


二 
_ da ecDe-aaa 一 -) 
二 这 
Ci 1- 


十 > CA rt(] 一 了 2- 委 


二 亚 淖 


一 xx Cn 一 1 一 2)x(1 一 zx) 
瑟 


轨 

要 [一 YyMCe_ (nil 一 下 十 1 
儿 一 人 4 

二 2 十 区 (一 2 一 1 全 一 2)(E 一 了 
弄 好 

一 (1 一 过 )(1 一 全 )z* 十 二 (一 二 )z2 十 点 
3128. 对 于 在 闭 区 间 Cx 的 上 的 已 知 本 数 (Ce), 写 出 白 是 什 
坦 志 项 式 BCz) 的 公式 ， 


解 令 a 二 (个 一 ca)39 一 则 当 0 扫 ?< 时 csz< 反 5 此 
518 


图 5.9 
3130 在 一 1 委 z< 委 1 内 用 偶 次 的 白 恩 什 坦 老 项 式 允 近 函数 


产 工 ?一 上 各 | 
解 ”利用 3128 题 的 结果 , 即 得 

2 中 下 _ 2 一 此 
Bow(z) 一 2 -1+ 二 | 只 衬 土 届 夺 二 工 ) 


一 2 _ 
= 二 { 富 于 一 <(z 十 DHI 一 ze 十 一 at 


2 
过 上 业 二 站 天 二 mm 十] 振 


*( 工 十 二 4 一 子 )2 下 


-|{ 瑟 2 人 公款 引 


二 环 严 让 
+ 辣 cs 二 引 
| 人 人 人 cr 诗 引 


020 


十 当 半 Cs 1 士 二) | 


由 于 
C 入 十 C3* 一 C2 [1 十 
一 2C2 
故 CC 一 CH 因此 ,可 得 
Bo= 工 [到 2 2 ec 人 [ 坟 ] +| 主 : 
3131. 对 于 函数 
一 ec) 
写 出 白 蚌 什 得 款项 式 后 。( 开 )， 


一 92 一 妇 )7 人 一 工 )9; 
解 召 ， 《zz 一 ee 了 证 人 一 一 7 


《天 十 去 外 二 4 一] 
(一 直 十 十) 挫 一 站 十 衬 ) 攻关 十 二 


二 人 _ 1 时 一 直 
-之 ->。 CCz 一 za 一 了) 


et 一 。 n 
一 区 (一 ay? 十 (二 一 裤 
ce 
2 2] 


we ,ss 2 十 熏 一 区 十 十 一 2 


本 一 三- 


和 开 一 他 


一 ee[1 十 (e“ 一 1 一 环卫 ， 


3132. 在 闭 区间 一 了 安安 广 < 上， 对 于 函数 fr) 一 cosz 计算 


禾 项 式 且 .《()。 
解 ”我 们 有 
cosz 一 到 (ez 十 e-)， 1) 


52] 


522 


利用 3131 题 的 结果 (在 其 中 令 a 王 一 方 本末 > 并 分 别 
念 天 一 ! 和 大 一 一 站 ,得 ] 日 恩 什 坦 多 项 


式 Bo (z) 与 小 在 [一 地, 了] 的 白 恩 什 坦 多 项 式 
BBCz) 分 别 为 : 


、 二 可 
6《 六 ) 一 2 一 到 [ea | 于 父 | 


列 
全 一， j 症 十 一 
BT 一 全 es 2 | 


于 是 ， 
GDCzy 一 e 有 人 { 吧 [e- 多 十 (< 一 e-) “ [三 + 去 ]| 


一 此 -2ie2 r[eos 元 过 一 isia 过 六 十 笃 si 艺 | 兰 十 去 二 


_ 开 |27sin 互 
=| sos 亚 + 元 Sin 本 
同 悍 可 得 
Br) 一 [cos 总 一 一世 sin 达 ) 
2H# 


于 是 ,根据 (1) 式 , 即 知 cosz[ 一 二 ,到 } 上 的 白 恩 什 坦 
多 项 式 玉 (z) 为 : 


后 ， (z 一 二 CB9(z) 十 BCz) 


应 当 指 出 ,我 们 也 可 不 利用 (3 式 以 及 3131 题 的 
结果 ,而 利用 3128 题 的 结果 直接 写 出 cosz 在 


[一 伍 ， 到] 上 的 自 黑 什 坦 多 项 式 吾 .(zr)l 


旦 《如 一 Yeoa| 一 至 + 和] 人 FE 中 公 - 二 


一 > sin Cs 记 二 好 4 人 红 4 
这 是 号 oz) 的 另 一 表示 式 . 
3133. 证 明 : 在 闭 区 间 5 一 1,1] 上 ,1z1 一 imPz)》, 其 中 
证 |z|= 一 ”好 一 vv 1 二 ,其 中 上 1 一 了 ， 
我 们 知道 ,函数 1 一 上 按 磊 级 数 展开 有 
w1 一 tt 一 1 十 本 (一 上 


< 祖 一 一 一 天 十 | 
+ 总 卫 本 -中 全 -tw 


上 


了 (zy 一 1] 一 


一 1- 二 十 六 【一 1 一 3 一 2 十 号 (- Te 

担 友 呈 

一 三 二 ” 329 一 33r 1 an-lar 

工 一 了 二 之， DERTRES 《一 工 六 ” 

28 一 3211。 

一 1 一 一 让 一 < 上 <1)， 
二 国志 (2m71 1 

《1》 


5 


3134. 


《28 一 号) ， 总 
Y AT ( 士 1) 一 Zar 


站 om 上 


由 于 


limz| 了 一 
me | | 


2 一 


3 
1j = 过 > 


一 一 [mr 


二 全 天下 可 二 县 玫 半 收 化 , 从 而 级 数 


ya, 收敛 . 因此 ,由 暮 级 数 的 亚 伯 耳 定理 知 ,(1) 式 当 
:一 十 1 时 也 成 立 , 即 有 
vI 一 一 1 一 二 一 袜 (2 一 37411411。 


【220114 
(一 1 多 ts 1]). 《2 
于 是 ,将 上 一 圭一 和 2 机 
《321 一 3)1T 
lz| 一 1 忆 2 CT (1 一 2 
一 1】 mm 万 (7) 《一 1 过 二 过 上)， 《37? 


证 毕 . 

和 注 ”由 春 级 数 的 性 质 知 (2) 式 右 端 的 级 数 在 0 过: 魏 1 
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上 一 竹 超 于 |z|. 

设 fr) 是 对 于 一 rr 委 zsmr 的 连续 困 数 而 av 人 tn 一 0， 

2,…') 是 它 的 福 里 对 系数 .证 明 菲 叶 耳 三 角 才 项 式 
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2stm = j 一 sn| mm 一 到 | 
《 亩 一 瑟 7y 卫 
相 加 得 、 
工 十 veosmm 一 2 1 
2 ? 


nm 一 1! 2sin 可 
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从 而 5 作 代 搞 一 一 轨 
sin (2" 十 1) 一 > 


S ceo 一 过 | Fo cs 
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| |- sinCn 十 去 2 
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| _， +| 。 ,并 在 | 本 中 作 代 换 := 一 *, 即 得 表达 式 


1 =- sintn 十 椰 ) 
Se)= 二 | [六 十 身 十 大 二 一 和 (人 
和 ， 
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之 
同一 二 
显然 w(z) 一 二 了/S4(z) , 胡 


上 奥 二 站 


or) 一 二 | ”Crcr 上 上 Fe 一 扩 
重 一 1 . 1 
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。 环 玫 
一 1 一 cos 一 2Sin2 六 


atir) 一 运 | CCz 十 D 十 F(z 一 区 


立 央 列 


[sin 二 
2 
1 
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.- 2_ | . 《2) 
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二 《1 


一 其 


2 
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才 
Sin 训 

由 (3? 式 证 明 下 述 两 结论 ， 
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7 
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7 三 
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一 .FrD7 


1 


十 7 Ce+ 上 Faz-D-2F0o07 、 


sin 二 ; | 
_ 2 


有 (一 了 十 疙 # 《44) 
写 业 一 一 


2 
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从而 
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[ez 一 -zy 一 六 十 误 一 e 

由 此 可 刮 ,wz 在 [一 上 十 ?Fr 一 好 上 一 致 收 伐 于 .Frx)， 
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1.FCz 7 一 rz 1] 一 可 
以 下 的 证 明和 ji) 对 谋 部 分 类 似 , 首先 ,对 刚才 确定 的 ， 
写 出 54) 式 . 显然 , 当 0StSr 一 rr 安 Y 安 时 ,有 > 十 iE 
[- 一 2ry2f] 一 CE[ 一 22x, 故 
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从 而 , 当 一 r 安 z* 安 吉 时 (5) 式 成 立 .同样 (6) 式 成 立 . 于 

芋 
是 , 当 #> 和 一 [se 了 | 时 ,对 一 切 zxE[ 一 下 ]， 
2 

恒 有 

| er) 一 .站 三 | <e， 
鼓 wz 在 一 rz<x<zr 上 一 致 收 伍 于 .Az)， 

最 后 ,我 们 举例 说 明 , 若 乒 一 站 天 关 r)， 则 一 般 不 

能 断定 mx) 在 (一 ,zx? 上 一 致 收 侣 于 Fz). 例如 , 设 

一 并 (一 TSsz 委 T)， 
我 们 证 明 这 时 的 mkz) 在 一 r<xz<r 上 不 一 致 收 人 误 平 
三 (用 反 证 法 ,假定 cgzy 在 一 x<r<r 荆 一 致 收 仇 


于 jz)? 一 z, 由 福 里 叶 级 数 的 收 敏 性 定理 4 即 迪 里 黑 里 
定理 ) 知 ， 
limSo(z) 一 SCz) (一 ASSZSm)， 《7) 
这 星 
Crz7=Y， 当 一 fr<zY< 时 ， 
so-| Cetorreco -oa 二 十 基 时 ， 


由 此 可 知 ,Sr) 在 点 字 一 和 z 一 一 不 连续 ,但 另 一 
方面 ,根据 (7)? 式 ,利用 138 题 的 结果 知 ， 
]imeo。 《一 碎 《( 一 TS 了 ssT)， 《8) 
由 反 证 法 的 假定 ,es(z) 在 一 r<*<r 上 一 致 收 合 于 
Stz)( 在 一 rr<T<Tr 上 ,rz) 一 rr 一 S(z)) 而 由 (8) 式 ， 
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orz) 在 一 fr 入 xz 雪 xx 上 一 致 收 伍 于 SCr), 显然 ,osCz)7 都 
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